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Pr¶ologo

Este manual explica el paquete de software MaGraDa (Grafos paraMatem¶a-

tica Discreta). Esta aplicaci¶on se ha realizado en el Departamento de Ciencia

de la Computaci¶on e Inteligencia Arti¯cial, inicialmente como proyecto de la

asignatura Sistemas Inform¶aticos, por el Ingeniero Inform¶atico Manuel ¶Angel

Caballero Palomino y bajo el asesoramiento de los profesores Violeta Migall¶on

Gomis y Jos¶e Penad¶es Mart¶³nez.

MaGraDa ha sido dise~nado espec¶³¯camente para ¯nes docentes y cubre gran

parte de los conceptos de la teor¶³a de grafos que se estudian en la asignatura de

Matem¶atica Discreta, pretendiendo automatizar el trabajo con grafos y adem¶as

que el usuario se familiarice con ellos de manera e¯caz.

Este manual comienza con un cap¶³tulo introductorio en el que se describe

MaGraDa y se dan algunas ideas b¶asicas para su manejo. El segundo cap¶³tulo

se centra en la utilizaci¶on de MaGraDa para resolver problemas b¶asicos de gra-

fos, relacionados con sus fundamentos. En el cap¶³tulo tercero se estudiar¶a la

accesibilidad y conectividad de un grafo con MaGraDa. El cap¶³tulo cuarto est¶a
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viii Pr¶ologo

dedicado al problema de recorrido de aristas. Los cap¶³tulos quinto y sexto est¶an

dedicados a los grafos ponderados. En el cap¶³tulo quinto se ver¶a c¶omo introducir

estos grafos con MaGraDa y la forma de obtener caminos cr¶³ticos. Por ¶ultimo,

en el cap¶³tulo sexto, se tratan los problemas de caminos m¶as cortos y ¶arboles

generadores de m¶³nimo peso.

Por ¶ultimo, mencionar que los autores han decidido que MaGraDa sea un

software de dominio p¶ublico, esperando que sea ¶util a toda la comunidad univer-

sitaria. Est¶a disponible en http://www.dccia.ua.es/dccia/inf/asignaturas/MD/.



Cap¶³tulo 1

Introducci¶on a MaGraDa

1.1 Introducci¶on

El paquete de software MaGraDa (Grafos paraMatem¶atica Discreta) es una

aplicaci¶on inform¶atica programada en lenguaje JAVA y dise~nada espec¶³¯camente

para trabajar con grafos. MaGraDa trabaja con grafos tanto dirigidos como no

dirigidos y ponderados como no ponderados, pero por el momento, s¶olo tratare-

mos los grafos no ponderados. M¶as adelante, en el Cap¶³tulo 5, introduciremos

los grafos ponderados. Seg¶un la ¯losof¶³a de MaGraDa podr¶³amos trabajar con

un n¶umero ilimitado de v¶ertices, pero hemos creido conveniente s¶olo permitir

trabajar con grafos de hasta un m¶aximo de 50 v¶ertices. Este paquete es sencillo

y c¶omodo de manejar, est¶a basado en men¶us sobre pantalla y consta de dos

pantallas de visualizaci¶on:

1



2 1 Introducci¶on a MaGraDa

(i) Modo texto: Llam¶emoslo de esta forma para diferenciarlo del otro. Per-

mite trabajar con los grafos de forma anal¶³tica. Es decir, trabajaremos en

todo momento con los datos del grafo, pero sin visualizarlo gr¶a¯camente.

(ii) Modo gr¶a¯co: Trabaja con los grafos de forma que pueden verse gr¶a¯ca-

mente.

Ambas pantallas de trabajo son pr¶acticamente equivalentes en funcionalidad.

Es decir, no hay ning¶un m¶etodo que est¶e s¶olo implementado para una forma

de trabajo exclusivamente. Sin embargo, la forma de ofrecer los resultados al

usuario no es la misma en los dos modos. En cada uno de ellos se muestran los

resultados intentando maximizar la comprensi¶on de los mismos por el usuario.

B¶asicamente, podemos agrupar las aplicaciones que nos ofrece MaGraDa en tres

partes:

² Manejo de grafos (Grafo): ¶Esta es la parte donde se pueden crear grafos

nuevos o abrir grafos ya creados desde ¯chero, modi¯carlos, borrarlos de

memoria, seleccionarlos o guardarlos en un ¯chero para su tratamiento

posterior.

² C¶alculos B¶asicos: Hay una serie de caracter¶³sticas o propiedades b¶asicas

de los grafos que se pueden averiguar f¶acilmente con esta serie de m¶etodos,

tales como grado de un v¶ertice, matriz de adyacencia o pesos, ver aristas

(o arcos) que pueda tener el grafo. Tambi¶en, en el caso de que el grafo sea

dirigido, MaGraDa nos ofrece la utilidad de obtener su correspondiente

grafo no dirigido asociado. Para grafos no dirigidos obtiene un ¶arbol ge-

nerador de los muchos que pueda tener. Podemos estudiar, tambi¶en desde
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este men¶u, si dos grafos son isomorfos, ver qu¶e v¶ertices alcanzan a otros,

as¶³ como qu¶e v¶ertices son alcanzados por otros. Nos indica adem¶as si el

grafo es simple, c¶³clico, completo o conexo. Otra aplicaci¶on de gran inter¶es

es el c¶alculo de componentes conexas.

² Algoritmos: Esta ¶ultima parte es la m¶as importante de la aplicaci¶on.

Dispone de algoritmos muy conocidos en el mundo de los grafos, tales

como Warshall, Fleury, Caminos m¶as cortos en grafos ac¶³clicos, pert,

Dijkstra, Floyd-Warshall, Kruskal y Prim. Sin duda lo m¶as importante

aqu¶³ es que MaGraDa los aplica sobre los grafos en curso, de manera que

el usuario pueda ver los resultados intermedios para as¶³ entender mejor el

funcionamiento del correspondiente algoritmo.

Una de las ventajas que ofrece MaGraDa es que puede tener en memoria

varios grafos al mismo tiempo. De esta forma, el usuario puede seleccionar

aquel que m¶as le convenga en cada momento, sin tener que preocuparse por

guardarlo en disco antes. La aplicaci¶on los mantendr¶a en memoria y al acabar

la sesi¶on, el mismo programa ser¶a quien recuerde al usuario si quiere guardar los

grafos en archivo para un uso posterior. No obstante, es conveniente grabar los

grafos en archivo nada m¶as crearlos por posibles fallos inesperados en el sistema.

Llegados a este punto, lo mejor que podemos hacer es ir adentr¶andonos un

poco m¶as en c¶omo trabaja MaGraDa. As¶³ nos daremos cuenta mucho mejor de

sus posibilidades. En este cap¶³tulo, nos vamos a centrar en la parte correspon-

diente al manejo de datos. En la Secci¶on 1.2 veremos la forma de introducir y

manipular un grafo desde modo texto, en la Secci¶on 1.3 estudiaremos la manera

de hacer esto mismo desde modo gr¶a¯co. Pero antes de nada ejecutemos Ma-
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GraDa. Recordemos que es una aplicaci¶on en lenguaje Java, por tanto, si no

disponemos del icono correspondiente, tendremos que teclear

java -jar magrada.jar. Aparecer¶a la siguiente pantalla:

1.2 Modo texto

Una vez situados en la portada de MaGraDa, pulsando Comenzar, aparecer¶a

la siguiente pantalla principal del programa desde la que se trabaja cuando

estamos en Modo Texto:
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Como vemos, MaGraDa busca ya desde el principio y con su pantalla princi-

pal una de sus principales caracter¶³sticas, la sencillez. Claramente podemos

observar, si desplegamos los distintos men¶us, c¶omo estructura MaGraDa su

trabajo. Los tres primeros men¶us engloban toda la potencia de la aplicaci¶on.

El cuarto men¶u Modo nos permitir¶a pasar a trabajar al ya mencionado Modo

Gr¶a¯co del programa y el ¶ultimo hace referencia al aspecto de las ventanas de

MaGraDa, al logotipo del programa y a sus autores.

Adem¶as de los men¶us, la pantalla principal tambi¶en ofrece informaci¶on b¶asica

de los datos del grafo que en cada momento se tenga seleccionado. Notemos que

cuando no hay ning¶un grafo en memoria, pr¶acticamente todas las opciones de

los tres primeros men¶us est¶an inhabilitadas, excepto aquellas que nos permiten

agregar grafos o bien salir del programa.
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1.2.1 Introducci¶on de un grafo

A continuaci¶on vamos a ver c¶omo se crea un grafo desde modo texto. Para

ilustrar el proceso consideraremos el siguiente grafo no dirigido:

G = fV;Ag; V = fa; b; c; dg; A = ffa; ag; fa; bg; fa; cg; fb; cg; fb; dg; fc; dgg:

Para la creaci¶on de un grafo desde modo texto debemos situarnos en la opci¶on

Nuevo del men¶u Grafo. Aparecer¶a una pantalla como ¶esta:

En ella insertamos los datos b¶asicos de nuestro grafo. En una primera parte,

le decimos si el grafo que se va a introducir es Dirigido o No Dirigido y Ponderado

o No Ponderado. En nuestro ejemplo, por tanto, deberemos indicar que el grafo

es no dirigido y no ponderado.
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Tambi¶en debemos indicar el n¶umero de v¶ertices que queremos que tenga el

grafo (un n¶umero mayor que 0, l¶ogicamente) y nos permitir¶a etiquetarlos (o nom-

brarlos), si queremos, con el bot¶on Nombrar. En nuestro caso indicaremos que

el grafo va a tener cuatro v¶ertices y los llamaremos a; b; c y d, respectivamente.

Por ¶ultimo, seg¶un los primeros datos, nos dejar¶a insertar Aristas o Arcos

o bien acceder directamente a la Matriz de Adyacencia o Pesos para poder

rellenarlas convenientemente. En nuestro caso, ya que se trata de un grafo

no ponderado y no dirigido, podremos crear el grafo insertando las aristas o

mediante la matriz de adyacencia. Por el momento nos limitaremos a insertar

aristas. La introducci¶on de un grafo mediante la matriz de adyacencia se ver¶a

m¶as adelante. Si pulsamos el bot¶on Aristas de la pantalla anterior nos saldr¶a

algo as¶³:

Se observa que hay dos cajas con todos los v¶ertices en cada una de ellas.

S¶olo hay que ir seleccionando parejas de v¶ertices. Como se trata de aristas, no

importa el orden en el que pongamos los v¶ertices de ¶estas. Una vez seleccionada

una pareja, la agregamos e inmediatamente aparecer¶a en la ventana derecha
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queriendo decir as¶³, que ya pertenece al grafo. Si queremos eliminar alguna de

las ya hechas, la formamos como si la fu¶eramos a introducir y pulsamos Eliminar.

En nuestro ejemplo, al ¯nal del proceso debe aparecer la pantalla de la

siguiente forma:

Ahora si pulsamos Aceptar, volveremos a la pantalla inmediatamente ante-

rior. Pulsando de nuevo Aceptar nos pedir¶a el nombre que le vamos a dar al

grafo, por ejemplo grafo1. Una vez dado el nombre y pulsando de nuevo Aceptar

nos aparecer¶a en pantalla un resumen de las caracter¶³sticas del grafo creado.

Recordemos no obstante que aunque el grafo est¶a disponible en memoria, no ha

sido guardado en un ¯chero.

Si el grafo hubiera sido dirigido, la forma de proceder ser¶³a similar, no obs-

tante tendr¶³amos que indic¶arselo en la pantalla correspondiente y ser¶³an arcos

lo que tendr¶³amos que introducir en el grafo. La manera de hacerlo es igual que

antes. La diferencia es que aqu¶³ s¶³ que importa el orden de los v¶ertices a la hora

de formar el arco. As¶³, el v¶ertice de origen ser¶a el v¶ertice inicial del arco y el

v¶ertice de destino el v¶ertice ¯nal del arco.
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1.2.2 Borrando un grafo ya existente

Cuando queramos borrar un grafo de memoria, s¶olo hay que situarse encima

de la opci¶on Borrar del men¶u Grafo. Aparecer¶a inmediatamente a la derecha

un nuevo submen¶u con los nombres de todos los grafos que tengamos. No

hay m¶as que situarse encima del deseado y pulsar. Lo habremos eliminado.

Tambi¶en habr¶a una opci¶on suplementaria, Todos, por si queremos borrar todos

de memoria.

1.2.3 Seleccionando un grafo

Para poder trabajar con un grafo, tiene que ser el actual. Para ello tenemos

la opci¶on Seleccionar. Es similar a la anterior. La diferencia est¶a en que antes

lo borr¶abamos y ahora lo seleccionamos para poder trabajar con ¶el. Cuando

seleccionemos un grafo distinto al actual, se actualizar¶a la informaci¶on que se

presenta en la pantalla principal.

1.2.4 Abrir y guardar un grafo desde/en archivo

Estas opciones son muy ¶utiles y nos ahorrar¶an bastante trabajo. Al pulsar

la opci¶on Abrir nos presenta un selector de ¯cheros an¶alogo a ¶este:
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Esto nos ofrece la posibilidad de seleccionar los archivos con extensi¶on \gra",

que son los generados por MaGraDa. S¶olo hay que pinchar el que queramos y

lo cargar¶a en memoria al instante. Para Guardar un grafo en un archivo, se

har¶a de forma an¶aloga, salvo que tendremos que darle un nombre al archivo

donde queremos guardar el grafo. Los nombres del grafo y del archivo donde lo

guardamos no tienen, necesariamente, que llamarse igual. Adem¶as, tambi¶en nos

da la posibilidad de guardar todos los grafos que tengamos en memoria, aunque

en este caso MaGraDa, por comodidad, toma el nombre del grafo para crear el

¯chero.

1.2.5 Modi¯caci¶on de un grafo

Una vez creado un grafo siempre existe la posibilidad de modi¯carlo. Pre-

viamente se selecciona el grafo que deseamos modi¯car si ¶este no es el actual,

y se pulsa la opci¶on Modi¯car del men¶u Grafo. As¶³ por ejemplo, supongamos
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que se desea modi¯car el siguiente grafo dirigido que previamente se ha creado

y denominado grafo2:

G = fV;Ag; V = fa; b; cg; A = f(a; b); (a; c); (b; c); (c; b)g:

Observamos que se obtiene la siguiente pantalla:

Vemos que est¶a dividida en dos partes:

² Arcos (o aristas en los no dirigidos): Nos dejar¶a agregar nuevos arcos

(aristas) o eliminarlos.

² V¶ertices: Nos dejar¶a agregar nuevos v¶ertices, eliminar aquellos que se-

leccionemos, as¶³ como renombrarlos o simplemente darles nombre si no

ten¶³an.
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As¶³ por ejemplo, supongamos que se desea modi¯car el grafo anterior (grafo2)

a~nadiendo un nuevo v¶ertice d y el arco (c; d), y eliminando el v¶ertice b. En este

caso, el grafo resultante ser¶³a: G = fV;Ag; V = fa; c; dg; A = f(a; c); (c; d)g.

Notemos que ahora es ¶este el grafo que posee MaGraDa en memoria como grafo2.

1.2.6 Salir de MaGraDa

Cuando queramos cerrar la sesi¶on, ejecutamos la opci¶on Salir del men¶u Gra-

fo. Nos dir¶a si queremos salvar los grafos que tenemos antes de salir. Despu¶es,

cerrar¶a la aplicaci¶on hasta una nueva ocasi¶on.

1.3 Modo gr¶a¯co

El modo gr¶a¯co es la segunda forma de trabajo que ofrece MaGraDa a sus

usuarios. Las posibilidades que nos da son las mismas que en modo texto, aunque

la forma de ver los resultados no siempre es la misma. Vamos a comentar un

poco dichas posibilidades. Se tienen tres men¶us, adem¶as de un cuarto para

poder retornar al modo texto:

² Grafo: Este men¶u se utiliza para manipular grafos. Comentaremos poste-

riormente aquellas opciones cuya forma de trabajo di¯era del modo texto.

² C¶alculos B¶asicos: Es an¶alogo al men¶u C¶alculos B¶asicos del modo texto.

Pero aqu¶³ se tratan las soluciones de un modo m¶as gr¶a¯co.
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² Algoritmos: Aparecen los mismos algoritmos que en el modo texto, aun-

que como en el caso anterior la resoluci¶on de ¶estos se realiza de forma

gr¶a¯ca siempre que es posible.

En primer lugar, y para ponernos en situaci¶on vamos a ofrecer una pantalla

que nos acerque lo antes posible a este modo de trabajo. Dicha pantalla muestra

el grafo1 de¯nido en la Secci¶on 1.2.1, es decir, el grafo:

G = fV;Ag; V = fa; b; c; dg; A = ffa; ag; fa; bg; fa; cg; fb; cg; fb; dg; fc; dgg:

Podemos diferenciar en la pantalla tres zonas:

² Barra de men¶us: Nos permite acceder a los servicios que ofrece la apli-

caci¶on.

² Lienzo: Llamaremos lienzo a la zona de dibujo donde aparecer¶an los

grafos.

² Barra de Estado: Es la parte inferior. Mediante ella, MaGraDa in-

tentar¶a en todo momento informarnos y ayudarnos en el trabajo con los

grafos.
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1.3.1 El lienzo

Sobre el lienzo mostraremos los grafos de la siguiente forma:

² V¶ertices: Los representaremos mediante c¶³rculos negros. Dentro de cada

uno colocaremos su n¶umero en blanco. Cuando apliquemos ciertos algo-

ritmos, pueden cambiar de color para resaltarlos. Tambi¶en podr¶an alojar

en su interior un segundo n¶umero correspondiente a pesos, cuando el grafo

sea ponderado. Ya lo explicaremos m¶as adelante.

² Aristas: Las representaremos mediante l¶³neas rojas. Unir¶an dos v¶ertices

distintos, o bien el mismo formando un bucle. Entre dos v¶ertices po-

dr¶an existir varias aristas, apareciendo paralelas entre s¶³, conforme se van

a~nadiendo.

² Arcos: Los representaremos mediante °echas azules. Tambi¶en podr¶a ha-

ber m¶as de un arco entre el mismo par de v¶ertices (en cualquier sentido).

² Pesos: Cuando el grafo sea ponderado, mostraremos los pesos de las aris-

tas (o arcos) en blanco sobre cuadrados de color morado. Para evitar po-

sibles colisiones, los cuadrados no se dibujar¶an en los centros de las aristas

(o arcos). A esta cuesti¶on volveremos cuando tratemos dichos grafos.

² Rect¶angulo FIN. Cuando activemos cualquier algoritmo de forma que

exista interacci¶on con el grafo, aparecer¶a en la esquina superior derecha del

lienzo un rect¶angulo coloreado con la palabra fin dentro (cada m¶etodo o

algoritmo tiene su propio color). Cuando queramos abandonar el m¶etodo
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o algoritmo actual, no tendremos m¶as que pinchar sobre ¶el para que el

lienzo vuelva a la normalidad.

Existen algoritmos que resaltan de color blanco determinadas aristas (o ar-

cos) del grafo con diferentes intenciones. Ya lo explicaremos m¶as adelante. Otro

aspecto importante es que muchos m¶etodos o algoritmos son bloqueados al ser

activados otros y no se podr¶a acceder a ellos hasta pulsar fin.

1.3.2 Introducci¶on de un grafo

Es desde el men¶u Grafo, como en el modo texto, desde donde se crear¶an o

modi¯car¶an grafos en modo gr¶a¯co. Para crear un grafo nos situaremos en la

opci¶on Nuevo. Veamos una pantalla con dicha opci¶on activada:
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Como se puede observar, la pantalla que presenta el men¶u Nuevo del modo

gr¶a¯co es an¶aloga a su correspondiente en modo texto. Cabe destacar, no obs-

tante, que en este caso, el usuario puede decidir donde poner los v¶ertices o si

pre¯ere, disponerlos de forma conc¶entrica en forma de c¶³rculo en el centro del

lienzo (activando la opci¶on Distribuir uniformemente). Veamos con un ejemplo

c¶omo proceder: Supongamos que se desea introducir el siguiente grafo dirigido

G = fV;Ag; V = fa; b; c; d; eg;

A = f(a; b); (b; a); (c; b); (c; a); (c; d); (c; e); (d; a); (c; c)g:

Para ello realizamos los siguientes pasos:

Paso 1. Se rellena la ventana anterior con los datos del grafo. Es decir, espe-

ci¯caremos el tipo de grafo que queremos crear y n¶umero de v¶ertices que

tendr¶a dicho grafo. En caso de que queramos que sea MaGraDa quien

disponga los v¶ertices en el lienzo activaremos la opci¶on Distribuir unifor-

memente. Pulsaremos Aceptar e introduciremos el nombre del grafo, por

ejemplo grafo4.

Paso 2. Si se ha activado la opci¶on Distribuir uniformemente, aparecer¶an los

v¶ertices en el lienzo. En caso contrario nos situaremos sobre el lugar

donde queramos que est¶e cada v¶ertice y pulsaremos el bot¶on izquierdo del

rat¶on para que ¶este aparezca. Hacemos esto hasta introducir todos los

v¶ertices deseados. Como podr¶eis observar, dentro de cada v¶ertice aparece

un n¶umero, que es el nombre que por defecto le da MaGraDa a cada v¶ertice.

Si hemos dado nombres a los v¶ertices y queremos verlos hay que activar la

opci¶on V¶ertices con nombre. Si deseamos que vuelvan a desaparecer sus

nombres activaremos la opci¶on V¶ertices sin nombre.
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Paso 3. Una vez introducidos todos los v¶ertices, MaGraDa pasa directamente

al modo de introducci¶on de aristas o arcos, seg¶un sea el caso. Para espe-

ci¯car las aristas o arcos entre dos v¶ertices nos situamos sobre un v¶ertice,

pulsamos el bot¶on izquierdo del rat¶on y luego sobre el otro v¶ertice, vol-

viendo a pulsar el bot¶on izquierdo del rat¶on. Repetiremos el proceso hasta

especi¯car todas las aristas o todos los arcos deseados. Para ¯nalizar el

proceso pulsaremos fin (aparece en el ¶angulo superior derecho).

Una vez realizados todos los pasos, y suponiendo que se ha elegido la opci¶on

de que sea MaGraDa quien distribuya los v¶ertices del grafo del ejemplo anterior,

el grafo quedar¶³a dibujado de la siguiente forma:

Notemos que se ha activado la opci¶on que permite ver los nombres de los v¶ertices.

Desde modo gr¶a¯co y desde la opci¶on Modi¯car del men¶u Grafo tambi¶en se

puede modi¯car el grafo. La forma de proceder es an¶aloga a la de creaci¶on de

un grafo, es decir, para a~nadir o eliminar v¶ertices nos situamos en la opci¶on

correspondiente y situamos el rat¶on donde deseemos a~nadir el v¶ertice o encima

del v¶ertice que se desea eliminar. Pulsamos entonces el bot¶on izquierdo del
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rat¶on y se realizar¶a la operaci¶on deseada. La forma de eliminar arcos o aristas

es similar a la de agregarlos, que se ha visto cuando se explic¶o la forma de

introducir un grafo en modo gr¶a¯co. Desde esta misma opci¶on tambi¶en se puede

cambiar el nombre de los v¶ertices y recolocarlos. En ambos casos nos debemos

situar, de nuevo, sobre el v¶ertice con el que deseemos trabajar y pulsar el bot¶on

izquierdo del rat¶on. Si estamos en la opci¶on Renombrar v¶ertices nos pedir¶a que

le demos el nuevo nombre. Si lo que queremos es cambiar el v¶ertice de sitio,

tendremos que mover el cursor hasta el sitio deseado y pulsar, de nuevo, el bot¶on

izquierdo del rat¶on.

Como ejemplo de lo explicado, mostramos a continuaci¶on, im¶agenes con

resultados de aplicar algunas de estas opciones al grafo4. En la primera imagen

hemos cambiado los v¶ertices de sitio.

En la siguiente imagen hemos eliminado del grafo4 el v¶ertice c y hemos indicado

que los v¶ertices aparezcan sin su nombre.
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El resto de opciones que nos ofrece este primer men¶u (Grafo) relacionadas

con la manipulaci¶on de un grafo son an¶alogas a las explicadas en la secci¶on

correspondiente al modo texto. No obstante, para seleccionar o borrar un grafo

lo hace ahora mediante nuevos di¶alogos y no con submen¶us como antes.
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Cap¶³tulo 2

Fundamentos

2.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo vamos a ver gran parte de las posibilidades que ofrece el

men¶u C¶alculos B¶asicos de MaGraDa, tanto desde modo texto como desde mo-

do gr¶a¯co. Este men¶u es el segundo de los tres men¶us m¶as importantes del

programa. Como se puede apreciar en la siguiente ¯gura, nos ofrece m¶ultiples

opciones.

21
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La caracter¶³stica que comparten todas ellas es que las operaciones que tienen

que hacer con los grafos son, en principio, m¶as sencillas que si les aplicamos los

algoritmos del tercer men¶u. En la Secci¶on 2.2 comentaremos algunas de estas

opciones con un poco de profundidad, y la Secci¶on 2.3 estar¶a dedicada a la

matriz de adyacencia de un grafo.

2.2 C¶alculos b¶asicos

Las opciones del men¶u C¶alculos B¶asicos que se van a estudiar en esta secci¶on

son:

² Grado.

² Ver (aristas o arcos).

² Grafo (simple, c¶³clico, completo y conexo).
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² Grafo no dirigido asociado.

² Grafos isomorfos.

En el resto de la secci¶on vamos a comentar un poco cada una de estas op-

ciones.

2.2.1 Grado

Para ilustrar esta opci¶on dibujaremos con MaGraDa el siguiente grafo diri-

gido:

Recordemos que si el grafo es no dirigido hablaremos simplemente de grado de

un v¶ertice. Sin embargo, si como en nuestro caso, el grafo es dirigido habr¶a que

diferenciar entre grado de entrada y grado de salida de un v¶ertice. Esta opci¶on

est¶a dividida en dos subopciones:
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² Grado de un s¶olo v¶ertice: Nos dir¶a el grado del v¶ertice que queramos.

Para ello, desde modo texto, nos presentar¶a una pantalla de selecci¶on de

v¶ertices como ¶esta:

Notemos que si los v¶ertices tuvieran nombre dado, en dicha pantalla

aparecer¶³a el nombre. Como no es as¶³, aparece s¶olo el n¶umero. En cuanto lo

hayamos seleccionado, nos informar¶a del grado del v¶ertice en una pantalla

de informaci¶on.

² Grado de todos los v¶ertices: Utilizamos esta opci¶on, si queremos ver,

directamente, desde modo texto, el grado de todos los v¶ertices del grafo.

Para nuestro ejemplo nos aparecer¶a algo as¶³:

Aqu¶³ vemos c¶omo nos muestra el grado de todos los v¶ertices del grafo

de una manera sencilla y e¯caz. Fij¶emonos, por ejemplo, en el v¶ertice 3.
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Su grado de entrada es 1. Por tanto, s¶olo hay un arco en el grafo cuyo

v¶ertice ¯nal sea 3. Sin embargo el grado de salida es dos, por lo tanto hay

dos arcos en el grafo cuyo v¶ertice inicial es el 3.

Desde modo gr¶a¯co podemos realizar estos mismos c¶alculos. La diferencia

estriba en que cuando se quiere calcular el grado de un v¶ertice debemos situarnos

encima de ¶el y pulsar el bot¶on izquierdo del rat¶on. Para salir de la opci¶on se

debe pulsar el recuadro fin situado en el ¶angulo superior derecho.

2.2.2 Ver

Cuando seleccionamos un grafo desde modo gr¶a¯co, dicho grafo aparece en

el lienzo. Sin embargo, desde modo texto s¶olo nos aparece informaci¶on general

sobre ¶el, pero no cu¶ales son las aristas o arcos del grafo. Para ver dichas aristas

o arcos simplemente ejecutaremos, desde modo texto, la opci¶on Ver. Las pan-

tallas, que nos mostrar¶a ser¶an similares a las que el programa nos ofreci¶o a la

hora de introducir estos datos desde modo texto, aunque ahora son pantallas

informativas. Si el grafo tiene nombrados sus v¶ertices, MaGraDa nos mostrar¶a

la informaci¶on usando estos nombres. En otro caso, usar¶a los n¶umeros.

2.2.3 Grafo (simple, c¶³clico, completo y conexo)

Son cuatro caracter¶³sticas importantes de los grafos. Cuando las ejecutamos,

tanto desde modo texto como desde modo gr¶a¯co, el programa realizar¶a c¶alculos
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internos sobre el grafo actual para ofrecemos la informaci¶on de forma inmediata.

Si la respuesta es a¯rmativa, as¶³ nos lo har¶a saber en cada caso. Si no es as¶³,

tambi¶en lo har¶a y adem¶as nos dir¶a la raz¶on que le ha llevado a dar esa respuesta.

As¶³ por ejemplo, supongamos que se ha introducido con MaGraDa el siguiente

grafo no dirigido:

Entonces MaGraDa nos dir¶a que el grafo no es simple, ya que hay m¶as de una

arista que une el mismo par de v¶ertices, por ejemplo hay dos aristas uniendo los

v¶ertices 1 y 4.

Un grafo c¶³clico, es aquel que contiene alg¶un ciclo (tambi¶en denominado

circuito en el caso dirigido). Por tanto, como indica MaGraDa, el grafo que nos

ocupa lo es, ya que por ejemplo, el v¶ertice 1 aparece al menos en un ciclo, por

ejemplo en el ciclo f1; 4g; f4; 1g. Animamos al lector a que observe el grafo y

vea si dicho v¶ertice aparece en alg¶un otro ciclo.

Por otra parte los grafos completos son aquellos en los que hay al menos una

arista o arco (seg¶un sea no dirigido o dirigido) uniendo cada par de v¶ertices. Cla-

ramente el grafo que nos ocupa no es completo ya que, como indica MaGraDa,
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por ejemplo, entre los v¶ertices 1 y 5 no hay ninguna arista.

Un grafo es conexo, si todo par de v¶ertices est¶a conectado. En el grafo que

nos ocupa, al ser no dirigido y relativamente peque~no, es f¶acil observar que

esto ocurre, ya que no hay ning¶un v¶ertice o v¶ertices desconectados del resto,

de hecho podr¶³amos ir recorriendo, a lo largo de las aristas (con posibilidad de

repetirlas), todos los v¶ertices con un l¶apiz sin tener que levantar el l¶apiz del

papel. No obstante, cuando el grafo es dirigido o de gran tama~no, esto no es tan

f¶acil de ver. Para ello se dispone de algoritmos que se tratar¶an en el Cap¶³tulo 3.

MaGraDa hace uso interno de estos algoritmos para dar soluci¶on a esta cuesti¶on.

2.2.4 Grafo no dirigido asociado

Esta es una opci¶on s¶olo v¶alida para grafos dirigidos. Se trata de que el

programa genere un nuevo grafo, no dirigido, a partir del grafo dirigido que

tengamos seleccionado. Conservar¶a todas sus caracter¶³sticas con la diferencia

de que los arcos los transformar¶a en aristas. Cuando ejecutemos la opci¶on, el

programa nos preguntar¶a qu¶e nombre queremos darle al nuevo grafo, si dicho

nombre es v¶alido lo guardar¶a en memoria y lo seleccionar¶a como actual y a

partir de ah¶³, si no hacemos otra cosa, trabajaremos con este grafo.
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2.2.5 Grafos isomorfos

Supongamos que G1 = (V1; A1) y G2 = (V2; A2), son grafos no dirigidos

(dirigidos). Se dice que G1 y G2, son grafos isomorfos si existe una aplica-

ci¶on biyectiva f : V1 ¡! V2, tal que, fu; vg es una arista de G1, si y s¶olo si,

ff(u); f(v)g es una arista de G2 ((u; v) es un arco de G1, si y s¶olo si, (f(u); f(v))

es un arco de G2).

Con MaGraDa podemos estudiar si dos grafos son isomorfos desde la opci¶on

Grafos Isomorfos del men¶u C¶alculos B¶asicos. ¶Esta es la ¶unica opci¶on del pro-

grama que permite trabajar con m¶as de un grafo al mismo tiempo. Puede ser

que hasta el grafo actual no sea usado. Eso s¶³, tienen que ser no ponderados.

Para ello, tanto desde modo texto como gr¶a¯co, lo primero que hace MaGraDa

es pedirnos dos grafos. As¶³, nos ofrecer¶a una pantalla como ¶esta:

En ambas casillas aparecen los nombres de todos los grafos no ponderados de

los que dispone en memoria el programa. Seleccionaremos dos grafos, por ejem-

plo los siguientes grafos, isomo1 e isomo2 dibujados previamente con MaGraDa,

que representan la letra V y Z, respectivamente.
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Si los grafos no son isomorfos por cualquier causa, nos lo dir¶a mediante un

mensaje. Si por el contrario lo son, adem¶as de indicarlo, nos dar¶a la aplicaci¶on

biyectiva que ha dado lugar a que todas las condiciones para que sean isomorfos

se den. Recordemos que se tienen que cumplir condiciones indispensables como

que ambos grafos sean los dos dirigidos o los dos no dirigidos, que tengan el

mismo n¶umero de v¶ertices y que la sucesi¶on de grados de los v¶ertices sea la

misma en ambos grafos.
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En particular, ¶esta ser¶a la respuesta que nos d¶e MaGraDa, para el ejemplo

considerado.

Por tanto, si nos ¯jamos en los nombres dados a los v¶ertices de ambos grafos,

obtenemos que una aplicaci¶on biyectiva f : V1 ¡! V2, con V1 = fs; t; u; r;mg,

el conjunto de v¶ertices de isomo1 y V2 = fa; b; c; d; eg, el conjunto de v¶ertices

de isomo2, que cumple las condiciones para que los grafos sean isomorfos viene

de¯nida por f(s) = a, f(t) = b, f(u) = c, f(r) = d, f(m) = e, ya que cumple

que:

² fs; tg es arista de isomo1 () ff(s); f(t)g = fa; bg es arista de isomo2.

² ft; ug es arista de isomo1 () ff(t); f(u)g = fb; cg es arista de isomo2.

² fu; rg es arista de isomo1 () ff(u); f(r)g = fc; dg es arista de isomo2.

² fr;mg es arista de isomo1 () ff(r); f(m)g = fd; eg es arista de isomo2.
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2.3 Matriz de adyacencia

Adem¶as de las formas de introducci¶on de un grafo vistas en el cap¶³tulo an-

terior, MaGraDa nos permite introducirlo mediante su matriz de adyacencia.

Esto se har¶a desde la opci¶on Nuevo del Men¶u Grafo del modo texto, vista en el

cap¶³tulo anterior, pulsando Matriz de Adyacencia, una vez indicado c¶omo es el

grafo y el n¶umero de v¶ertices que va a tener.

Ya haya sido introducido el grafo de esta forma o mediante la introducci¶on

de sus arcos o aristas, MaGraDa nos da la posibilidad de acceder a dicha ma-

triz de una forma muy f¶acil, desde la opci¶on Matriz de adyacencia del men¶u

C¶alculos B¶asicos. Vamos a ilustrar esto con un ejemplo. Supongamos que se ha

introducido con MaGraDa el siguiente grafo dirigido:

Tanto desde modo texto como desde modo gr¶a¯co, la matriz de adyacencia

obtenida para dicho grafo viene dada en la siguiente pantalla:
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Una de las ventajas que MaGraDa ofrece en este m¶etodo es que resalta de una

manera signi¯cativa aquellas celdas de la matriz de adyacencia donde entre el

par de v¶ertices correspondientes no hay aristas (o arcos). Lo hace mediante la

palabra cero. De esta forma, es mucho m¶as f¶acil ver de inmediato las casillas

que nos interesan. No obstante, si es el usuario el que introduce el grafo mediante

su matriz de adyacencia, deber¶a utilizar para ello n¶umeros no negativos.



Cap¶³tulo 3

Estudio de la accesibilidad y

conectividad

3.1 Introducci¶on

Como se indic¶o en el cap¶³tulo anterior, cuando un grafo es peque~no y sobre-

todo si no es dirigido es f¶acil ver si dicho grafo es conexo. Sin embargo, conforme

aumenta el tama~no del grafo, esto se hace m¶as dif¶³cil. En este cap¶³tulo vamos

a ver qu¶e hace MaGraDa para ver si un grafo es conexo o no. En la Secci¶on 3.3

estudiaremos dos algoritmos que permiten calcular las distintas componentes co-

nexas de un grafo. Recordemos que si se obtiene una ¶unica componente conexa

el grafo ser¶a conexo y en caso de obtener m¶as de una, el grafo ser¶a no conexo.

Previamente, en la Secci¶on 3.2 estudiaremos algunos conceptos relacionados,

como accesibilidad y acceso.

33
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3.2 Matriz de accesibilidad y matriz de acceso

3.2.1 V¶ertices alcanzables desde otro

A partir de la matriz de adyacencia, se puede obtener el conjunto de v¶ertices

que son alcanzables desde uno dado, ya sea porque est¶en unidos directamente

o porque exista un camino entre ellos. Con la ayuda de MaGraDa podemos

saber cu¶al es dicho conjunto. Para ello debemos situarnos en la opci¶on V¶ertices

Alcanzables Desde, del men¶u C¶alculos B¶asicos. Por ejemplo, supongamos que

se ha introducido con MaGraDa el siguiente grafo dirigido:

Desde modo texto, MaGraDa nos ofrecer¶a una pantalla que nos da una

relaci¶on de todos los v¶ertices del grafo con los v¶ertices a los que cada uno de ellos

puede alcanzar. Si los v¶ertices tuvieran nombre, ¶estos aparecer¶³an referenciados

con ellos. Si no es as¶³ muestra los n¶umeros y ya est¶a. Para salir, pulsaremos

Aceptar.
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Desde modo gr¶a¯co, al pinchar el v¶ertice que se desea estudiar, cambiar¶an de

color todos los v¶ertices que son alcanzables desde dicho v¶ertice. As¶³ por ejemplo,

en la siguiente pantalla se observa que los v¶ertices alcanzables desde el v¶ertice

5 son el 2, el 3 y el propio 5, por tanto, si denotamos por R(v) el conjunto de

v¶ertices alcanzables desde el v¶ertice v obtenemos R(5) = f2; 3; 5g.

Con el ¯n de familiarizarse con esta opci¶on animamos al lector a que calcule

R(v), para el resto de v¶ertices desde los dos modos, y a partir de los resultados

obtenidos, la matriz de accesibilidad R, que se necesitar¶a para ilustrar algunos

m¶etodos.

Recordamos que dicha matriz viene de¯nida de la siguiente forma:

De¯nici¶on 3.1. Sea G = (V;A), un grafo dirigido tal que V = fxig
n
i=1.

Llamamos matriz de accesibilidad asociada al grafo G a la matriz cuadrada de

orden n de¯nida por

R = [rij]1·i;j·n = rij =

8><
>:

1 si xi alcanza a xj

0 en otro caso
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3.2.2 V¶ertices que alcanzan a otro

Para ver qu¶e v¶ertices alcanzan a un v¶ertice dado nos debemos situar en

la opci¶on V¶ertices que Alcanzan A. La forma en que MaGraDa presenta los

resultados es similar a la de la opci¶on anterior. La diferencia est¶a en que ahora,

para cada v¶ertice nos dir¶a cu¶ales son los v¶ertices que lo alcanzan a ¶el, bien

directamente o mediante un camino. As¶³ por ejemplo, para el grafo del ejemplo

anterior desde modo texto obtendr¶³amos:

En este caso, si denotamos por Q(v) el conjunto de v¶ertices que alcanzan al

v¶ertice v obtenemos queQ(1) = f1; 4g, Q(2) = f1; 2; 3; 4; 5g, Q(3) = f1; 2; 3; 4; 5g,

Q(4) = f1; 4g, Q(5) = f1; 4; 5g, Q(6) = f1; 4; 6g.

Recordemos ahora el concepto de matriz de acceso:

De¯nici¶on 3.2. Sea G = (V;A) un grafo dirigido tal que V = fxign
i=1. Lla-

mamos matriz de acceso asociada al grafo G a la matriz cuadrada de orden n
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de¯nida por

Q = [qij]1·i;j·n = qij =

8
><
>:

1 si xi es alcanzable desde xj

0 en otro caso

De aqu¶³ se deduce por tanto que la matriz de acceso del grafo que nos ocupa

es

Q =

2
6666666666666664

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1

3
7777777777777775

:

3.2.3 Accesibilidad y Algoritmo de Warshall

En la secci¶on anterior se ha tratado la forma de calcular la matriz de accesi-

bilidad de un grafo, a partir de la matriz de adyacencia. A continuaci¶on vamos

a ver otra forma, m¶as econ¶omica, de calcular la matriz de accesibilidad: el al-

goritmo de Warshall. Construiremos una sucesi¶on de matrices R0; R1; : : : ; Rn,

donde

² n es el n¶umero de v¶ertices del grafo.

² R0, es una matriz calculada a partir de la matriz de adyacencia A, del

grafo, donde los elementos distintos de 0 se han cambiado por unos.
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² Rn, es la matriz de accesibilidad pero sin considerar los caminos de longitud

cero. Para obtener la matriz de accesibilidad, hay que a~nadir unos en la

diagonal principal, y as¶³ incluir dichos caminos.

Si denotamos a los elementos de esta sucesi¶on de matrices por

Rk = [r
(k)
ij ]1·i;j·n; k = 0; 1; 2; : : : ; n;

estos elementos pueden ser calculados de acuerdo con la siguiente condici¶on:

r
(k)
ij = 1 ()

8>>>>><
>>>>>:

r
(k¡1)
ij = 1

¶o

r
(k¡1)
ik = r

(k¡1)
kj = 1

k = 1; 2; : : : ; n:

As¶³, por ejemplo, consideremos un grafo simple G con 4 v¶ertices, cuya matriz

de adyacencia es:

A =

2
666666664

0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3
777777775
= R0:

La sucesi¶on de matrices que genera el algoritmo de Warshall es:

R1 =

2
666666664

0 1 0 0

1 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3
777777775
; R2 =

2
666666664

1 1 1 0

1 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3
777777775
;
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R3 =

2
666666664

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

3
777777775
; R4 =

2
666666664

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

3
777777775
:

El procedimiento ilustrado en el ejemplo anterior produce el siguiente algo-

ritmo para calcular la matriz Rn de un grafo con n v¶ertices, a partir de su matriz

de adyacencia A.

ALGORITMO DE WARSHALL

R Ã R0

Para k = 1 hasta n

Para i = 1 hasta n

Para j = 1 hasta n

R(i; j) Ã R(i; j) _ (R(i; k) ^R(k; j))

MaGraDa realiza este algoritmo desde la opci¶on Warshall del men¶u Algo-

ritmos. Tanto desde modo texto como modo gr¶a¯co tiene dos posibilidades de

uso:

² Por Pasos: Nos indica los distintos pasos, presentando la sucesi¶on de ma-

trices, correspondientes cada una de ellas, a cada iteraci¶on del algoritmo.

El ¶ultimo paso consistir¶a en transformar en 1, los elementos diagonales

nulos de Rn, para as¶³, obtener la matriz de accesibilidad R tal y como

se ha de¯nido aqu¶³, ya que por convenio todo v¶ertice es alcanzado por ¶el

mismo por un camino de longitud 0. Para una mejor lectura, MaGraDa

indica los elementos nulos de esta matriz con la palabra cero.
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² Resultado Final: S¶olo muestra la matriz de accesibilidad, obtenida a

partir de dicho algoritmo.

3.3 C¶alculo de componentes conexas

En esta secci¶on vamos a ver c¶omo calcula MaGraDa las componentes conexas

de un grafo. Consideremos para ello un grafo dirigido G = (V;A). Entonces,

MaGraDa lo que hace es calcular R ­ Q, donde ­ representa un producto

elemento a elemento. Entonces la componente conexa de un v¶ertice xi se calcula

viendo qu¶e columnas tienen un 1 en la ¯la i.

Este algoritmo lo resuelve MaGraDa desde la opci¶on Componentes Conexas

del men¶u C¶alculos B¶asicos. Desde modo texto, en esta opci¶on, aparecen dos

subopciones:

² Por Pasos: Nos mostrar¶a c¶omo calcula las componentes conexas por

pasos. Primero la matriz de accesibilidad R, luego su traspuesta Q, y

luego la matriz R ­ Q, resultante de multiplicar elemento a elemento las

dos primeras matrices. Por ¶ultimo muestra las componentes conexas. Este

resultado ser¶a la interpretaci¶on de la matriz R­Q.

² Resultado ¯nal: Nos ofrece directamente las componentes conexas del

grafo, es decir, la ¶ultima parte de lo que nos ofrec¶³a la subopci¶on anterior.

Desde modo gr¶a¯co tambi¶en aparecen dos opciones pero no exactamente

iguales:
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² Por Pasos: Nos mostrar¶a c¶omo calcula las componentes conexas por

pasos, de forma an¶aloga a como lo hizo desde modo texto

² Pinchando en el grafo: Al pinchar un v¶ertice enciende del mismo co-

lor todos los v¶ertices que est¶an en la misma componente conexa que el

pinchado.

As¶³, si al grafo de nuestro ejemplo, le aplicamos este m¶etodo, MaGraDa

obtiene las matrices

R =

2
6666666666666664

1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1

3
7777777777777775

; Q =

2
6666666666666664

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1;

3
7777777777777775

;

y

R­Q =

2
6666666666666664

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

3
7777777777777775

:

Para calcular, por ejemplo, la componente conexa que contiene al v¶ertice 1,

nos situamos en la primera ¯la, como s¶olo aparecen unos en la primera y cuarta

columna de dicha ¯la, la componente conexa estar¶a formada por los v¶ertices

f1; 4g. De forma an¶aloga se obtendr¶³an el resto de componentes conexas, que

son f2; 3g; f5g y f6g.
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Cap¶³tulo 4

Problema de recorrido de aristas

4.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo, vamos a ver c¶omo utilizar MaGraDa, para estudiar el pro-

blema de recorrido de aristas. Concretamente, la Secci¶on 4.2 est¶a dedicada al

algoritmo de Fleury.

4.2 Algoritmo de Fleury

Durante el siglo XVIII, KÄonigsberg fue una populosa y rica ciudad de la

zona oriental de Prusia. Esta ciudad estaba dividida en cuatro zonas por el r¶³o

Pregel. Siete puentes comunicaban estas zonas, como se muestra en la ¯gura:
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Se cuenta que los habitantes destinaban sus paseos dominicales intentando

hallar un punto inicial para poder pasear por toda la ciudad, cruzando cada

puente exactamente una vez y regresando a dicho punto.

Leonardo Euler, un matem¶atico suizo natural de Basilea dio la soluci¶on a

este problema. Para ello represent¶o las cuatro zonas de la ciudad y los siete

puentes como el multigrafo de la siguiente ¯gura:

Entonces, Euler plante¶o el problema en los siguientes t¶erminos. >Es posible,

partiendo de un v¶ertice cualquiera, dibujar la ¯gura volviendo siempre al mismo

punto de partida, sin repasar ninguna l¶³nea ya trazada y sin levantar el l¶apiz del

papel? La respuesta fue no, ya que la ¯gura representa un grafo no dirigido que

tiene v¶ertices de grado impar, de hecho todos los v¶ertices de este grafo tienen

grado impar. ¶Este fue el comienzo de la teor¶³a de grafos relativa a los caminos

y tours eulerianos.
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A continuaci¶on vamos a tratar la obtenci¶on de caminos y tours eulerianos

en un grafo. Para ello consideremos el siguiente grafo no dirigido introducido

desde modo gr¶a¯co con MaGraDa:

Este grafo es conexo y no tiene v¶ertices de grado impar, por tanto es eu-

leriano. Para la obtenci¶on del tour euleriano con MaGrada, tanto desde modo

texto como gr¶a¯co, nos situaremos en la opci¶on Algoritmo de Fleury del men¶u

Algoritmos. Esta opci¶on nos permite aplicar el algoritmo de Fleury para obte-

ner tours o caminos eulerianos. Cuando ejecutemos esta opci¶on MaGraDa ver¶a

si el grafo actual es euleriano, o tiene alg¶un camino euleriano. Si es as¶³, desde

modo texto nos ofrecer¶a una pantalla con una sucesi¶on de v¶ertices que indican

la forma de recorrer las aristas del grafo para formar el tour o camino. As¶³, en

nuestro ejemplo, el tour obtenido por MaGraDa viene indicado de la siguiente

forma:
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Es decir, el tour encontrado, empieza en el v¶ertice 1 y recorre todas las aristas

del grafo terminando de nuevo en el v¶ertice 1.

Desde modo gr¶a¯co, si el grafo tiene alg¶un tour o camino euleriano no es el

programa quien lo calcula y muestra al usuario, sino que es el propio usuario

quien lo compone. MaGraDa generar¶a una copia del grafo y el usuario ir¶a

pinchando de v¶ertice en v¶ertice hasta acabar. Si la arista o arco recorrido es

legal, lo eliminar¶a (del grafo copia, el original se lo guarda). Si no es legal,

avisar¶a al usuario y ¶este tendr¶a que elegir otra alternativa. Cuando esta copia

del grafo se quede sin aristas (o arcos), se habr¶a confeccionado el tour o camino

y se mostrar¶a al usuario una pantalla con el orden de los v¶ertices que ¶el mismo

eligi¶o. Cuando esto acabe, la copia del grafo se borrar¶a y se mostrar¶a de nuevo

el grafo original con la totalidad de aristas (o arcos).



Cap¶³tulo 5

Grafos ponderados. Caminos

cr¶³ticos en grafos ac¶³clicos

5.1 Introducci¶on

En este cap¶³tulo vamos a introducir los grafos ponderados. En la Secci¶on 5.2

veremos c¶omo construir un grafo ponderado con MaGraDa. Posteriormente en la

Secci¶on 5.3 veremos c¶omo obtiene MaGraDa caminos m¶as cortos y el algoritmo

pert, para grafos ac¶³clicos, bas¶andose en las ecuaciones de Bellman.
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5.2 Creaci¶on de un grafo ponderado

Dado un grafo simple, se dice que dicho grafo es ponderado si las aristas o

arcos del grafo tienen asociado un peso. Como en el caso de grafos no pondera-

dos, los grafos ponderados pueden crearse tanto desde modo texto como desde

modo gr¶a¯co. Vamos a explicar la forma de hacerlo desde ambos modos:

² Modo texto: La creaci¶on de un grafo ponderado desde modo texto se

realiza, como en el caso de los grafos no ponderados, desde la opci¶onNuevo.

Al indicar que el grafo es ponderado, nos permitir¶a crear este grafo de dos

maneras, mediante la introducci¶on de los arcos o aristas, o mediante su

matriz de pesos. Si lo hacemos de la primera forma, adem¶as de pedirnos

los v¶ertices extremos de cada arista o arco, nos pedir¶a tambi¶en su peso.

Queremos hacer notar que esta versi¶on de MaGraDa s¶olo trabaja con pesos

enteros no negativos. Adem¶as, la introducci¶on de un grafo mediante su

matriz de pesos, est¶a limitada a grafos que no tienen peso cero en ninguna

arista o arco, ya que internamente utiliza ese valor para indicar que no

existe arista o arco entre el correspondiente par de v¶ertices. De hecho,

si se crea el grafo de esta forma y luego se desea visualizar la matriz de

pesos desde el men¶u de C¶alculos B¶asicos, observaremos que los ceros los

ha transformado en infinito. Cabe mencionar tambi¶en que, debido al

tipo de algoritmos con los que MaGraDa trabaja dentro del contexto de

grafos ponderados, es irrelevante tener m¶as de una arista o arco uniendo

el mismo par de v¶ertices y con pesos distintos, por lo que en el caso de

grafos ponderados MaGraDa s¶olo permite una ¶unica arista o arco entre el
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mismo par de v¶ertices. Obviamente, en el caso dirigido, se entiende que

puede haber dos arcos entre un mismo par de v¶ertices pero con sentidos

contrarios.

² Modo gr¶a¯co: La forma de introducir un grafo ponderado desde modo

gr¶a¯co es an¶aloga al caso de grafos no ponderados. La diferencia estriba

en que hay que decir que es ponderado, cuando especi¯quemos el tipo de

grafo. Adem¶as como el grafo es ponderado, a cada arista o arco tendremos

que asociarle un peso. Cuando se introduce cada arista o arco, el propio

MaGraDa os preguntar¶a su peso. Como ya se adelant¶o en el Cap¶³tulo 1

el peso se muestra en blanco sobre cuadrados de color morado. Hacemos

notar que, al igual que desde modo texto, s¶olo se pueden utilizar pesos

enteros no negativos y que MaGraDa s¶olo admite una ¶unica arista o arco

entre un mismo par de v¶ertices.

5.3 Ecuaciones de Bellman

En esta secci¶on vamos a estudiar c¶omo utilizar las ecuaciones de Bellman

para obtener caminos m¶as cortos y m¶as largos en un grafo ac¶³clico.
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5.3.1 Caminos m¶as cortos

En un grafo ponderado se llama camino m¶as corto entre dos v¶ertices dados,

al camino de peso m¶³nimo entre dichos v¶ertices. Supondremos que el grafo es

dirigido y que los pesos asociados a los arcos son todos no negativos. En caso

de que el grafo fuera no dirigido se transformar¶³a cada arista en dos arcos (una

en cada sentido) y se resolver¶³a el problema como si el grafo fuera dirigido.

MaGraDa obtiene este camino para grafos ac¶³clicos usando internamente las

ecuaciones de Bellman. Por tanto, el m¶etodo que vamos a tratar aqu¶³ no va a

ser v¶alido para grafos no dirigidos.

Para ello se suponen los v¶ertices numerados del 1 al n, de forma que !ij

representa el peso del arco (i; j) y que el v¶ertice 1 es el origen del camino. Por

¶ultimo denotaremos por uj el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al v¶ertice

j. Entonces, las ecuaciones de Bellman vienen dadas por la siguiente expresi¶on:

u1 = 0;

uj = mink<jfuk + !kjg; j = 2; 3; : : : ; n:

Recordemos que dichas ecuaciones se pueden aplicar si la numeraci¶on consi-

derada de los v¶ertices del grafo cumple que si (i; j) es un arco del grafo, entonces

i < j y esta numeraci¶on o reetiquetaci¶on de v¶ertices es posible encontrarla si

y s¶olo si el grafo es ac¶³clico. Es por ello que las ecuaciones de Bellman no son

aplicables a grafos no dirigidos.

Para entender el uso de las ecuaciones de Bellman para la obtenci¶on de

caminos m¶as cortos, utilizaremos el siguiente grafo ponderado:
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Este grafo, como se puede comprobar con MaGraDa es ac¶³clico, sin embargo la

numeraci¶on actual de los v¶ertices no permite aplicar las ecuaciones de Bellman.

As¶³ por ejemplo, existe un arco del v¶ertice 3 al 2 y sin embargo 3 no es menor

que 2. Por tanto, para aplicar dichas ecuaciones debemos renumerar los v¶ertices.

Esto lo hace MaGraDa, tanto desde modo gr¶a¯co como desde modo texto en la

opci¶on Renumerar de Caminos M¶as Cortos en Grafos Ac¶³clicos. Si aplicamos

dicha opci¶on, MaGraDa presenta una pantalla con la renumeraci¶on que va a

usar y el v¶ertice origen de los caminos que va a buscar, que ser¶a el 1, seg¶un su

numeraci¶on.

Si observamos los resultados que aparecen en dicha pantalla, vemos que ha

realizado s¶olo los siguientes cambios: El v¶ertice 2 ha pasado a ser el 3 y viceversa,

y el v¶ertice 5 ha pasado a ser el 6 y viceversa. Notemos que sin embargo esto lo

hace internamente. Es decir el grafo que presenta MaGraDa en pantalla sigue

siendo el mismo.

Si ahora aplicamos el algoritmo al grafo con la nueva renumeraci¶on, que viene

representada en la siguiente ¯gura:
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se obtiene lo siguiente:

u1 = 0:

u2 = minfu1 + !12g = minf0 + 5g = 5:

u3 = minfu1 + !13g = minf0 + 5g = 5:

u4 = minfu1 + !14g = minf0 + 5g = 5:

u5 = minfu3 + !35; u4 + !45g = minf5 + 10; 5 + 4g = 9:

u6 = minfu3 + !36; u5 + !56g = minf5 + 10; 9 + 6g = 15:

u7 = minfu4 + !47; u5 + !57g = minf5 + 4; 9 + 6g = 9:

u8 = minfu6 + !68g = minf15 + 3g = 18:

u9 = minfu6 + !69; u7 + !79g = minf15 + 3; 9 + 9g = 18:

u10 = minfu7 + !7;10; u9 + !9;10g = minf9 + 9; 18 + 8g = 18:

u11 = minfu8 + !8;11; u9 + !9;11; u10 + !10;11g

= minf18 + 2; 18 + 8; 18 + 4g = 20:
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Hacemos notar que, seg¶un las ecuaciones de Bellman, por ejemplo, u5 = minfu1+

!15; u2 + !25; u3 + !35; u4 + !45g, pero como !15 = !25 = 1, hemos obviado los

correspondientes valores u1 + !15 y u2 + !25, en el c¶alculo del m¶³nimo realizado

anteriormente. Esto es v¶alido en todos los casos.

Una vez que tenemos los pesos de cada uno de los caminos del v¶ertice 1 a

los restantes vamos a identi¯car los caminos:

² u1 = 0, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 1 tiene peso cero

porque es de longitud cero.

² u2 = 5, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 2, es 5 y dicho camino

est¶a formado por el arco (1; 2).

² u3 = 5, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 3, es 5 y dicho camino

est¶a formado por el arco (1; 3).

² u4 = 5, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 4, es 5 y dicho camino

est¶a formado por el arco (1; 4).

² u5 = 9, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 5, es 9 y dicho camino

est¶a formado por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 4 m¶as el arco (4; 5).

Es decir, por los arcos (1; 4) y (4; 5).

² u6 = 15, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 6, es 15 y dicho

camino est¶a formado, por ejemplo, por el camino m¶as corto del v¶ertice 1

al 3 m¶as el arco (3; 6). Es decir, por los arcos (1; 3) y (3; 6). Notemos

que en este caso podr¶³amos haber elegido tambi¶en el camino m¶as corto del

v¶ertice 1 al 5 m¶as el arco (5; 6), porque el peso es el mismo.
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² u7 = 9, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 7, es 9 y dicho camino

est¶a formado por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 4 m¶as el arco (4; 7).

Es decir, por los arcos (1; 4) y (4; 7).

² u8 = 18, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 8, es 18 y dicho

camino est¶a formado por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 6 m¶as el arco

(6; 8). Es decir, por los arcos (1; 3), (3; 6) y (6; 8).

² u9 = 18, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 9, es 18 y dicho

camino est¶a formado, por ejemplo, por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al

6 m¶as el arco (6; 9). Es decir, por los arcos (1; 3), (3; 6) y (6; 9). Notemos

que en este caso podr¶³amos haber elegido tambi¶en el camino m¶as corto del

v¶ertice 1 al 7 m¶as el arco (7; 9), porque el peso es el mismo.

² u10 = 18, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 10, es 18 y dicho

camino est¶a formado por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 7 m¶as el arco

(7; 10). Es decir, por los arcos (1; 4), (4; 7) y (7; 10).

² u11 = 20, el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 11, es 20 y dicho

camino est¶a formado por el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 8 m¶as el arco

(8; 11). Es decir, por los arcos (1; 3), (3; 6), (6; 8) y (8; 11).

Una vez obtenidos los caminos m¶as cortos del v¶ertice 1 a los restantes en el

grafo renumerado, hay que cambiar de nuevo la renumeraci¶on para obtener

dichos caminos en el grafo inicial. Es decir, hay que cambiar de nuevo el 3 por

el 2 y viceversa, y el 6 por el 5 y viceversa, en todos los resultados. De est¶a

forma se obtiene el resultado ¯nal, que presenta MaGraDa, cuando se utiliza



5.3 Ecuaciones de Bellman 55

la opci¶on Aplicar del algoritmo. Es decir, MaGraDa desde modo texto da la

pantalla explicativa que mostramos a continuaci¶on en dos partes:

Desde modo gr¶a¯co, MaGraDa da la informaci¶on de la siguiente forma:
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Como se puede observar los caminos m¶as cortos se indican con °echas blan-

cas, y dentro de cada v¶ertice aparece, adem¶as de su n¶umero, el peso del camino

m¶as corto del v¶ertice 1 a dicho v¶ertice.

5.3.2 Secuenciaci¶on de actividades (pert)

Se denomina camino m¶as largo entre dos v¶ertices dados, al camino de peso

m¶aximo entre dichos v¶ertices. Un ejemplo t¶³pico de obtenci¶on de un camino m¶as

largo en un grafo dirigido, es la secuenciaci¶on de actividades, tambi¶en llamada

red de actividades.

As¶³ por ejemplo, un proyecto de construcci¶on grande se suele dividir en varias

actividades menores; estas actividades est¶an relacionadas, en el sentido de que

algunas no pueden comenzar hasta que otras hayan ¯nalizado. Por ejemplo,

para la construcci¶on de una casa son necesarios cimientos, muros, carpinter¶³a,

tejados, instalaci¶on el¶ectrica, : : : : Una actividad como la instalaci¶on el¶ectrica,
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no puede empezar hasta haber completado otras actividades. La realizaci¶on de

este tipo de proyectos hace necesaria una plani¯caci¶on racional de las actividades

a realizar que se denomina pert (Program Evaluation and Review Technique).

Para plani¯car un proyecto de esta clase podemos representar cada actividad de

las que se compone el proyecto por un v¶ertice. Si para realizar una actividad i es

necesario haber realizado antes la actividad j, se incluir¶a un arco de j a i. A cada

arco (j; i), se le asociar¶a un peso !ji, que indica el tiempo que debe transcurrir

desde el comienzo de la actividad j al comienzo de la actividad i. En este grafo

se incluyen dos v¶ertices arti¯ciales, que representan respectivamente el inicio y

el ¯nal del proyecto que se unir¶an, respectivamente, con los v¶ertices con grado

de entrada cero y con los v¶ertices con grado de salida cero. Es evidente que el

camino m¶as largo (de mayor peso), en el grafo construido, representa el m¶³nimo

tiempo necesario para completar el proyecto en su totalidad. A este camino

se le denomina camino cr¶³tico ya que las actividades que incluye determinan

el tiempo total de realizaci¶on del proyecto y cualquier retraso en la ejecuci¶on

de una de ellas, implica un retraso en la terminaci¶on de proyecto. Hacemos

notar que el grafo de un pert tiene que ser ac¶³clico, ya que de lo contrario

el proyecto ser¶³a impracticable. Por tanto, podemos aplicar las ecuaciones de

Bellman, reemplazando las operaciones de minimizaci¶on por maximizaci¶on y as¶³

obtener el camino cr¶³tico y su peso, de la siguiente forma:

u1 = 0;

uj = maxk<jfuk + !kjg; j = 2; 3; : : : ; n:

MaGraDa resuelve este problema desde la opci¶on pert del men¶u Algoritmos.

Tanto desde modo texto como modo gr¶a¯co ¶esta se divide en dos subopciones
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similares a las de la secci¶on anterior:

² Renumerar: Se ha de ejecutar en primer lugar para tener acceso a la

segunda opci¶on. Una vez que se sabe que el grafo es ac¶³clico tenemos que

prepararlo (renumerarlo) para poder ejecutar el algoritmo. Es decir, hay

que darle una nueva renumeraci¶on a los v¶ertices asegurando que ning¶un

v¶ertice sea extremo ¯nal de un arco cuyo v¶ertice inicial tenga un n¶umero

superior a ¶el.

² Aplicar: Una vez ejecutada la opci¶on anterior, el grafo est¶a preparado

para aplicar el algoritmo pert. MaGraDa nos dar¶a el camino m¶as largo

del v¶ertice inicial al resto y sus pesos y en particular el camino cr¶³tico.

Queremos hacer notar que la forma de presentar los resultados es an¶aloga a

la vista en la secci¶on anterior. Es decir, desde modo texto al ejecutar Renumerar

nos presenta una pantalla explicativa de la renumeraci¶on utilizada para aplicar

el pert y al ejecutar Aplicar nos da los caminos m¶as largos del v¶ertice 1 al resto

y su peso, en el grafo inicial (es decir con la numeraci¶on original). Desde modo

gr¶a¯co nos resalta en blanco el camino cr¶³tico de dicho grafo.



Cap¶³tulo 6

Caminos m¶as cortos y ¶arboles

generadores de m¶³nimo peso

6.1 Introducci¶on

En el Cap¶³tulo 5 se estudi¶o una forma de encontrar caminos m¶as cortos entre

dos v¶ertices, en grafos ac¶³clicos, usando para ello, las ecuaciones de Bellman.

En este cap¶³tulo y concretamente en la Secci¶on 6.2 veremos dos algoritmos que

permiten obtener estos caminos sin la restricci¶on de que el grafo sea ac¶³clico:

el algoritmo de Dijkstra y el algoritmo de Floyd-Warshall. La Secci¶on 6.4

est¶a dedicada a la obtenci¶on de ¶arboles generadores de m¶³nimo peso, utilizando

para ello los algoritmos de Kruskal y Prim. Previamente, en la Secci¶on 6.3

introduciremos el concepto de ¶arbol.

59
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6.2 Caminos m¶as cortos

6.2.1 Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra encuentra los caminos m¶as cortos y sus pesos desde

un v¶ertice cualquiera, que denotaremos por comodidad como v¶ertice 1, al res-

to. Recordemos que a partir de las ecuaciones de Bellman pod¶³amos calcular

caminos m¶as cortos, siempre y cuando el grafo fuera ac¶³clico. Con el algoritmo

de Dijkstra, no es necesaria esta restricci¶on. Esto permite, por tanto, calcular

caminos m¶as cortos tanto en grafos dirigidos como en no dirigidos. En el caso

no dirigido podemos trabajar transformando cada arista en dos arcos, uno en

cada sentido, y resolver el algoritmo de Dijkstra como si de un grafo dirigido

se tratase. Esto no lo podr¶³amos haber hecho con las ecuaciones de Bellman

porque el grafo dirigido resultante ser¶³a c¶³clico. Recordamos tambi¶en que se

supone que los v¶ertices est¶an numerados del 1 al n y que los pesos asociados a

los arcos o aristas deben ser no negativos (wij ¸ 0).

En el algoritmo de Dijkstra se asignan varias etiquetas a los v¶ertices del

grafo. En alg¶un momento algunos v¶ertices podr¶an tener etiquetas variables y el

resto etiquetas ¯jas. Denotaremos al conjunto de v¶ertices con etiqueta ¯ja por P

y al conjunto de v¶ertices con etiqueta variable por T . Con estas consideraciones

dicho algoritmo puede ser de¯nido de la siguiente forma:
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ALGORITMO DE DIJKSTRA

Paso 1. Inicializaci¶on.

P = f1g T = f2; 3; : : : ; ng

u1 = 0

uj = w1j j 2 ¡(1)

uj = 1 j 62 ¡(1)

Paso 2. Designaci¶on de etiqueta variable como ¯ja.

Determinar k 2 T = uk = minj2Tfujg

Hacer T := T » fkg y P := P [ fkg

Si T = ;, STOP; uj es el peso del camino m¶as corto de 1 a j,

j = 2; 3; : : : ; n

Paso 3. Actualizaci¶on.

8j 2 ¡(k) \ T uj := minfuj; uk + wkjg

Ir al Paso 2.

Queremos hacer notar que con este algoritmo, realmente se pueden calcular

los caminos m¶as cortos entre todos los pares de v¶ertices tomando como origen,

en cada caso, cada uno de los v¶ertices del grafo. Por otro lado, cabe mencionar

que cuando un v¶ertice j est¶a etiquetado con etiqueta ¯ja, la correspondiente

variable uj, ya indica el peso del camino m¶as corto del v¶ertice 1 al j. As¶³, si

quisieramos aplicar este algoritmo para calcular un s¶olo camino m¶as corto entre,

por ejemplo, los v¶ertices 1 y j, el algoritmo ¯nalizar¶³a cuando j 2 P .
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MaGraDa resuelve este algoritmo tanto desde modo texto como desde modo

gr¶a¯co, en la opci¶on Dijkstra del men¶u Algoritmos. Para comprender la forma

en que MaGraDa presenta los resultados, vamos a considerar el siguiente grafo

que ha sido previamente creado con MaGrada.

Desde modo texto, al aplicar el algoritmo de Dijkstra, mediante MaGraDa,

¶este nos pide que seleccionemos el v¶ertice inicial de los caminos m¶as cortos que

vamos a calcular. Consideraremos en este caso que se ha elegido el v¶ertice 1.

MaGraDa ofrecer¶a, en primer lugar, la siguiente pantalla:
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Veamos a qu¶e corresponde la primera iteraci¶on: En ella empezamos realizan-

do el Paso 1, es decir, se ha tomado el 1 como etiqueta ¯ja y el resto variables.

En la ¯la 1, para cada columna j, aparece el peso uj = !1j, es decir, se ha

tomado P = f1g, T = f2; 3; 4; 5; 6g, y los pesos obtenidos han sido u1 = 0,

u2 = 3, u4 = 2, y el resto 1.

A continuaci¶on, en el Paso 2, el algoritmo designaba una etiqueta variable

k 2 T como ¯ja, que era aquella que satisfac¶³a que uk = minj2Tfujg. Esta

etiqueta viene determinada por MaGraDa en cada iteraci¶on por la columna en

la que aparece entre par¶entesis un arco. Este arco corresponde al ¶ultimo arco

del camino del v¶ertice 1 al k. As¶³ en nuestro ejemplo, se ha obtenido u4 =

minf2; 3g = 2, y como el arco (1,4) que aparece en la casilla, tiene como v¶ertice

inicial el 1, el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 4 est¶a formado ¶unicamente por

el arco (1; 4) y su peso es 2. Con esta informaci¶on tendr¶³amos que P = f1; 4g y

T = f2; 3; 5; 6g. Como T 6= ;, debemos continuar con el Paso 3 de actualizaci¶on.

Para ello debemos calcular para todo j 2 ¡(k)\T , uj = minfuj; uk+wkjg. Como

¡(k) \ T = ¡(4) \ T = f2; 5g \ f2; 3; 5; 6g = f2; 5g, s¶olo tenemos que actualizar

u2 y u5. Los pesos del resto de etiquetas variables (3 y 6) se mantienen igual,

por tanto en este caso, seguir¶an siendo 1. Observamos en la segunda iteraci¶on

que los pesos obtenidos son u2 = minfu2; u4 + w42g = minf3; 2 + 8g = 3 y

u5 = minfu5; u4 + w45g = minf1; 2 + 4g = 6. Por tanto, como muestra

MaGraDa, en la segunda iteraci¶on, si volvemos al Paso 2, la etiqueta que ahora

va a pasar a ¯ja es k = 2 y en este caso, el peso u2 = 3, se ha obtenido con

el arco (1; 2). Por tanto, el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 2 es el arco

(1; 2). Siguiendo el proceso, ahora tendr¶³amos P = f1; 4; 2g y T = f3; 5; 6g. La

actualizaci¶on de los pesos aparece ahora en la iteraci¶on 3. De ella se deduce
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que la nueva etiqueta que va a pasar de variable a ¯ja es k = 5 y u5 = 6. Para

obtener el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 5 debemos ¯jarnos en el par que

aparece al lado del n¶umero. En este caso dicho arco es el (4; 5). Como el v¶ertice

inicial del arco no es 1, para obtener el camino m¶as corto debemos ir hacia atr¶as

y encontrar el camino m¶as corto entre 1 y 4, que ya vimos que era el arco (1; 4).

Por tanto, resumiendo, el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 4 est¶a formado por

los arcos (1; 4) y (4; 5). De forma an¶aloga seguir¶³amos el algoritmo obteniendo

en la iteraci¶on 4 la actualizaci¶on de los pesos que da lugar a que la nueva etiqueta

que se transformar¶a en ¯ja es k = 3 y que el camino m¶as corto del v¶ertice 1 al 3

est¶a formado por los arcos (1; 4); (4; 5) y (5; 3) y su peso es 8. Por ¶ultimo, en la

iteraci¶on 5, una vez actualizados los pesos se obtiene que el camino m¶as corto

del v¶ertice 1 al 6 tiene peso 11 y est¶a formado por los arcos (1; 4); (4; 5); (5; 3)

y (3; 6). Como ya no quedan etiquetas variables se ha ¯nalizado el algoritmo,

obteniendo todos los caminos m¶as cortos entre el v¶ertice 1 y el resto.

Estos caminos y sus pesos vienen dados por MaGraDa, pulsando en la pan-

talla anterior Ver Caminos. Concretamente MaGraDa presentar¶a la siguiente

pantalla:
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Queremos hacer notar que puede ocurrir que no siempre haya caminos entre

cada par de v¶ertices.

Desde modo gr¶a¯co, MaGraDa act¶ua de forma an¶aloga. Sin embargo, para

obtener los caminos m¶as cortos de un v¶ertice al resto habr¶a que pinchar dicho

v¶ertice. As¶³, MaGraDa nos presentar¶a una pantalla con las iteraciones igual que

la del modo texto. Si pulsamos Ver Caminos, ¶estos nos los presentar¶a de forma

gr¶a¯ca en el grafo en color blanco, como muestra la siguiente pantalla, en la que

aparecen los caminos m¶as cortos del v¶ertice 3 a los restantes junto con su peso.

Este peso aparece dentro del v¶ertice ¯nal de cada camino.

6.2.2 Algoritmo de Floyd-Warshall

Aunque se pueden calcular los caminos m¶as cortos entre todos los pares de

v¶ertices aplicando Dijkstra tomando como origen, en cada caso, cada uno de los

v¶ertices del grafo, el m¶etodo de Floyd-Warshall es m¶as e¯ciente en general para

este prop¶osito.
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Llamaremos uij al peso del camino m¶as corto de i a j. Utilizaremos las

variables u
(m)
ij , que indican el peso del camino m¶as corto del v¶ertice i al j con

la restricci¶on de que dicho camino no contenga los v¶ertices m;m + 1; : : : ; n

(exceptuando a los extremos i y j en su caso). Es decir, el camino que representa

la variable u
(m)
ij no debe contener como internos ninguno de los v¶erticesm;m+

1; : : : ; n.

Estas variables pueden calcularse recursivamente utilizando las ecuaciones:

u
(1)
ij = wij; 8i; j

u
(m+1)
ij = min

n
u
(m)
ij ; u

(m)
im + u

(m)
mj

o
; 8i; j;

m = 1; 2; : : : n:

Es posible ver que

uij = u
(n+1)
ij ;

con lo que tendremos los pesos de los caminos m¶as cortos entre todos los pares

de v¶ertices.

Para facilitar la construcci¶on de los caminos m¶as cortos una vez calculados

sus pesos, se puede utilizar otra matriz

£(m) = [µ
(m)
ij ]1·i;j·n;

donde µ
(m)
ij representa el v¶ertice anterior al j en el camino m¶as corto de i a j en

la iteraci¶on m.

Inicialmente µ
(1)
ij = i, si u

(1)
ij < +1, y

µ
(m+1)
ij =

8><
>:

µ
(m)
ij si u

(m+1)
ij = u

(m)
ij

µ
(m)
mj si u

(m+1)
ij < u

(m)
ij
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Tanto desde modo texto como gr¶a¯co, MaGraDa resuelve este algoritmo

desde la opci¶on Floyd-Warshall del men¶u Algoritmos. Dentro de dicha opci¶on

tenemos dos subopciones:

² Por pasos: Este m¶etodo muestra c¶omo se van calculando las matrices

[u
(m)
ij ] y £(m), para cada iteraci¶on m.

² Entre dos v¶ertices: Nos da directamente el camino m¶as corto entre el

par de v¶ertices seleccionado. Desde modo texto nos da una pantalla donde

debemos seleccionar dichos v¶ertices y desde modo gr¶a¯co tendremos que

pinchar los v¶ertices que van a ser extremos del camino.

Vamos a ver c¶omo interpretar los resultados obtenidos con MaGraDa. Supon-

gamos que deseamos calcular los caminos m¶as cortos entre cada par de v¶ertices

para el grafo de este cap¶³tulo. Una vez realizadas todas las iteraciones del algo-

ritmo obtenemos las siguientes matrices de pesos y caminos, respectivamente:
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En la primera matriz aparece el peso de los caminos m¶as cortos entre cada

par de v¶ertices. As¶³, por ejemplo, para calcular el peso del camino m¶as corto del

v¶ertice 4 al v¶ertice 6, nos debemos situar en la cuarta ¯la y sexta columna de

la primera matriz, obteniendo que el peso es 9. Para identi¯car el camino nos

situamos en la misma posici¶on de la siguiente matriz (matriz de caminos), como

aparece un 3, eso signi¯ca que el ¶ultimo arco del camino es el (3; 6). Ahora,

siguiendo en la cuarta ¯la nos situamos en la columna 3, obtenemos un 5, por

tanto ya tenemos los arcos (5; 3) y (3; 6). De nuevo en la cuarta ¯la, nos situamos

en la columna 5 y obtenemos un 4. Lo que quiere decir que hemos ¯nalizado el

proceso y el camino m¶as corto est¶a formado por los arcos (4; 5); (5; 3) y (3; 6).
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6.3 Estructura de ¶arbol

Recordemos que un ¶arbol es un grafo no dirigido conexo y ac¶³clico. Por

tanto podemos ayudarnos de MaGraDa para ver si un grafo es ¶arbol. Para ello

utilizaremos las opciones c¶³clico y conexo del men¶u Grafo de C¶alculos B¶asicos.

Veamos un ejemplo. Consideremos los grafos no dirigidos:

(i) Grafo a: (ii) Grafo b:

Como se puede comprobar con MaGraDa ambos grafos son conexos, sin

embargo el Grafo a es ac¶³clico y el Grafo b no lo es, por tanto s¶olo es ¶arbol el

Grafo a.

Por otro lado, dado un grafo no dirigido, se llama ¶arbol generador de dicho

grafo a un subgrafo generador del grafo que adem¶as es ¶arbol. Con MaGrada se

puede obtener un ¶arbol generador de un grafo desde la opci¶on Un ¶Arbol Gene-
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rador Asociado del men¶u C¶alculos B¶asicos. As¶³ por ejemplo, el ¶arbol generador

que obtiene MaGraDa para el Grafo b viene dibujado en la siguiente pantalla:

6.4 ¶Arboles generadores de m¶³nino peso

Sea G un grafo ponderado y no dirigido. Diremos que T es un ¶arbol gene-

rador de m¶³nimo peso, si T es un ¶arbol generador tal que la suma de los pesos

asociados a sus aristas es m¶³nima.

En esta secci¶on vamos a ver c¶omo utilizar los algoritmos de Kruskal y Prim,

para obtener ¶arboles generadores de m¶³nimo peso. Este tipo de algoritmos nos

permiten resolver problemas reales cuya soluci¶on sea la obtenci¶on de dicho ¶arbol,

como por ejemplo la construcci¶on de un sistema de carreteras de coste m¶³nimo

que enlace una serie de ciudades.
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6.4.1 Algoritmo de Kruskal

DadoG = (V;A), un grafo no dirigido con n v¶ertices y con pesos wi asociados

a cada arista ei 2 A; i = 1; 2; : : : ;m, el algoritmo de Kruskal, para la obtenci¶on

de ¶arboles generadores de m¶³nimo peso, consiste en lo siguiente:

Paso 1. T = ;.

Paso 2. Ordenar en orden creciente las aristas de G atendiendo a sus pesos, es

decir,

e1; e2; : : : ; em = w1 · w2 · ¢ ¢ ¢ · wm:

Paso 3. A~nadir aristas en T de forma ordenada siempre que no se formen ciclos

hasta tener en T , n¡ 1 aristas.

MaGraDa resuelve este algoritmo desde la opci¶on Kruskal del men¶u Algorit-

mos. La soluci¶on que nos da es clara. Nos dir¶a qu¶e aristas del grafo son las que

pertenecen al ¶arbol generador de m¶³nimo peso. Desde modo texto lo hace con

dos pantallas. En una nos ofrece una relaci¶on de aristas del grafo con sus pesos

ordenados de menor a mayor y nos dice de cada una de ellas si la puede coger

para el ¶arbol o no, porque forma ciclo. En la otra pantalla nos dice claramente

qu¶e aristas va a coger y cu¶al es el peso del ¶arbol obtenido. Desde modo gr¶a¯co la

primera pantalla es la misma pero la segunda presenta el ¶arbol de forma gr¶a¯ca

resaltando las aristas en color blanco.

As¶³ por ejemplo, para el siguiente grafo creado con MaGraDa,
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desde modo texto obtenemos las siguientes pantallas:
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En la primera pantalla vemos que hay 3 aristas que formar¶³an ciclo en el grafo,

por tanto no las colocar¶a en el ¶arbol. En la segunda pantalla vemos las aristas

de¯nitivas que van a formar el ¶arbol generador de m¶³nimo peso.

6.4.2 Algoritmo de Prim

Sea G un grafo no dirigido ponderado con n v¶ertices, entonces el algoritmo

de Prim para la obtenci¶on de un ¶arbol generador de m¶³nimo peso consiste en

realizar los siguientes pasos:

Paso 1. T = ;, U = fv?g; v? 2 V (G),

L(u) = wuv? (1 si 6 9 arista) 8u 2 V (G).

Paso 2. Encontrar u? 2 V (G), tal que

L(u?) = minu62UfL(u)g.
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Paso 3. A~nadir u? a U , es decir, U := U [ fu?g.

A~nadir la arista e incidente con u? con peso L(u?) a T , es decir,

T := T [ feg.

Paso 4. Si card(U) = n, STOP.

Si card(U) < n, hacer

L(u) := min fL(u); wu?ug ; 8u 62 U;

e ir al Paso 2.

Para resolver este algoritmo mediante MaGraDa debemos seleccionar la op-

ci¶on Prim del men¶u Algoritmos. Tanto desde modo texto como desde modo

gr¶a¯co nos permite elegir el v¶ertice a partir del cual vamos a construir el ¶arbol

generador de m¶³nimo peso, es decir, el v¶ertice v?. La soluci¶on nos la presenta

en dos pantallas. La primera, la matriz de iteraciones, resume los pasos del

algoritmo mediante los que se va a obtener el ¶arbol. As¶³, para nuestro ejemplo,

partiendo del v¶ertice 1 obtendr¶³amos la siguiente pantalla:
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Notemos que esta pantalla tiene mucha similitud con la que se obten¶³a en el

algoritmo de Dijkstra para la obtenci¶on de caminos m¶as cortos. No en vano, los

algoritmos de Dijkstra y Prim son muy similares. En cada iteraci¶on, cuando se

alcanza el m¶³nimo, se pone la arista que lo ha conseguido. Vamos a explicarlo

de forma algo m¶as detallada. Como hemos partido del v¶ertice 1, en la primera

iteraci¶on se obtiene L(2) = !12 = 8, L(3) = !13 = 5, y L(4) = L(5) = 1.

Claramente el m¶³nimo se obtiene para u? = 3. Por tanto, la primera aris-

ta que debemos introducir en el ¶arbol es la arista f1; 3g. Tenemos entonces,

T = ff1; 3gg y U = f1; 3g. Si ahora pasamos a la segunda iteraci¶on, obte-

nemos L(2) = minfL(2); !32g = minf8; 4g = 4, L(4) = minfL(4); !34g =

minf1; 7g = 7 y L(5) = minfL(5); !35g = minf1;1g = 1. Por tanto, en

esta iteraci¶on, el m¶³nimo se obtiene para u? = 2 y la arista que debemos in-

troducir en el ¶arbol es la arista f3; 2g. Tenemos entonces, T = ff1; 3g; f3; 2gg

y U = f1; 3; 2g. Pasamos ahora a la tercera iteraci¶on y de forma an¶aloga ob-

tenemos L(4) = minfL(4); !24g = minf7; 2g = 2 y L(5) = minfL(5); !25g =

minf1; 3g = 3. Por tanto, en esta iteraci¶on, el m¶³nimo se obtiene para u? = 4,

y la arista que debemos introducir en el ¶arbol es la arista f2; 4g. Tenemos en-

tonces, T = ff1; 3g; f3; 2g; f2; 4gg y U = f1; 3; 2; 4g. Por ¶ultimo, en la iteraci¶on

cuarta se obtiene L(5) = minfL(5); !45g = minf3; 2g = 2. Por tanto, en esta

iteraci¶on, el m¶³nimo se obtiene en el ¶unico v¶ertice que nos queda u? = 5, y la

arista que debemos introducir en el ¶arbol es la arista f4; 5g. Tenemos enton-

ces, T = ff1; 3g; f3; 2g; f2; 4g; f4; 5gg y U = f1; 3; 2; 4; 5g. Por tanto, se ha

¯nalizado el proceso y en T aparecen las aristas que forman el ¶arbol.

Estas aristas, que forman el ¶arbol generador de m¶³nimo peso se mostrar¶an

luego de forma m¶as clara desde modo texto en otra pantalla de la siguiente
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forma:

Si estamos en modo gr¶a¯co presentar¶a dicho ¶arbol de forma gr¶a¯ca.
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