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Resumen

La verificacion de automatas de estados finitos y
de pila, y de gramaticas libres de contexto puede
ser materia de enseflanza en una asignatura de
Lenguajes Formales usando las metodologias
descritas en este articulo. Se intenta mostrar que
para los autdmatas y gramaticas la verificacion es
posible en la practica diaria. Las metodologias se
basan en la asociacion de significados (lenguajes)
a los simbolos que aparecen en la solucion de un
problema (estado, contenido de la pila o variable
de una gramatica). Los significados corresponden
a ciertas propiedades que son invariantes a través
de las configuraciones. Los estudiantes de
segundo curso de Ingenieria Informatica han sido
capaces de aplicar las metodologias y aumentar
sus elementos de juicio a fin de asociar los
significados de los simbolos que aparecen en la
solucion de un problema.

1. Introduccion

Los costes de produccion de software son tan
altos, en parte, por la falta de correccion de los
sistemas que se diseflan e implementan. Los
errores son un resultado natural de la alta
complejidad de estos sistemas desarrollados y,
para intentar reducirlos, se hace necesario
especificar rigurosamente los subsistemas y sus
relaciones.

Este articulo trata de metodologias  que
permiten asegurar Is correccion de soluciones a
problemas de especificacion usando automatas y
lenguajes formales que son facilmente asimilables
por estudiantes de segundo afio.

La mayor parte de las soluciones a problemas
propuestos en una asignatura de Lenguajes
Formales son el resultado de modificaciones que

se han producido durante el intento de
demostracion de soluciones erroneas. Es decir, la
solucién correcta no se encontr6 hasta que la
demostracion exigié completar todos los casos y
cubrir aquella combinacion de situaciones que no
se penso durante la descripcion de la solucion.

Por el contrario, en la practica diaria de un
programador no se verifican los programas, por lo
que los casos en los que las soluciones propuestas
no funcionan aparecen durante las pruebas y
experimentos posteriores. Esta  situacion es
comprensible dada la imposibilidad teérica de
verificar los programas de manera automatica, y
la  imposibilidad  practica  de  escribir
demostraciones para programas de longitud
normal.

El objetivo primordial de este articulo es
argumentar que se deben aumentar los
elementos de juicio y afinar la intuicion de los
programadores con el fin de que se produzcan
programas mas correctos. El programador debera
descubrir en las  metodologias de verificacion
que cada simbolo que aparece en la solucion de un
problema tiene un  significado. Y que los
significados se relacionan logicamente de una
manera muy precisa para satisfacer las
especificaciones o definiciones de las soluciones.

El razonamiento que se propone para la
verificacion de autématas se basa en la
identificacion de ciertas propiedades que en una
configuracion (estado actual, contenido de la pila,
lenguaje generado por una  variable de una
gramatica, etc.) del automata son invariantes; es
decir, que se puede mostrar que no cambian
(siempre son ciertas) cuando el automata llega a la
misma configuraciéon, aunque haya pasado por
diferentes pasos de computo, tales como cambio
de estados, contenido de pilas, de cintas o de
variables. Por ejemplo, el estudiante debe saber
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que todas las palabras que en un automata de
estados finitos determinista llegan a un estado fijo
satisfacen  una propiedad que no satisfacen
palabras que llegan a otro estado; y que hay
propiedades que relacionan una configuracion de
la pila con la palabra leida, o una variable de una
gramatica con sus palabras generadas.

Nuestro objetivo quedara cumplido si el uso de
las técnicas descritas trae como resultado el
habito duradero (y casi inconsciente) de escribir
soluciones, y programas en particular, respetando
estrictamente las relaciones entre los significados
intuitivos de los simbolos usados, sean estos
estados, nombres de variables en una gramatica,
vectores, nombres de variables y  posiciones
dentro de un programa, nombres de
procedimientos, de clases, etc.

Nuestra experiencia docente, y en particular con la
asignatura de Automatas y Lenguajes Formales,
nos ha convencido de que la gran mayoria de los
detalles técnicos de los métodos, definiciones o
teoremas se olvida con facilidad y prontitud. Por
lo tanto, si los estudiantes se concentran en estos
detalles, ellos y los docentes veran sus esfuerzos
difuminarse rapidamente.

El énfasis de la asignatura deberia estar en la
justificacion. Se deben dar herramientas para
responder a la pregunta de por qué cierto automata
reconoce un lenguaje  previamente definido
formalmente, con la intencion de que el estudiante
cree el habito de preguntarse sobre la fiabilidad
absoluta de las transiciones, reglas o
instrucciones que decide incluir en una solucion.
En resumen, el contenido de la asignatura de
Lenguajes Formales deberia ayudar a mejorar al
alumno sus habilidades de justificacion en el area
de la computacion.

Esta actitud se contrapone al aparente énfasis que
algunos estudiantes dan a  las recetas
relacionadas con estos temas; es facil que un
estudiante simplifique el temario de un curso de
teoria de lenguajes formales y autdmatas a recetas
para, por ejemplo, encontrar un automata de
estados finitos determinista equivalente a uno no
determinista, minimizar autématas de estados
finitos, encontrar la forma normal de Chomsky de
una gramatica, o escribir maquinas de Turing que

solucionen problemas concretos simples o no. La
importancia de evitar que una asignatura
cualquiera se resuma al dominio de recetas no
sobra que sea enfatizada. El estudiante facilmente
olvida las recetas y, por lo tanto, el resultado final
de producir un cambio de actitud en el estudiante
y ensefiar conceptos importantes y duraderos no se
alcanza.

Asi, el estudiante deberia conocer los métodos
completamente automaticos que permiten cambiar
una solucion de un simbolismo a otro, pero el
objetivo no es que el estudiante aprenda esos
métodos a la perfeccion, sino que sepa de su
existencia y utilidad para generar soluciones
fiables. En particular, el estudiante no se deberia
evaluar sobre el desarrollo de una maquina de
Turing para un lenguaje dado, cuando en la
practica nadie usa maquinas de Turing y usando
otros formalismos obtendria soluciones mas
faciles; las maquinas de Turing se ensefian con el
objetivo de definir formalmente un programa de
manera simple y estudiar los limites ultimos de las
maquinas universales, mas comiinmente llamadas
ordenadores. Igualmente, el estudiante se deberia
evaluar sobre la verificacion de que un automata
de pila es correcto respecto a un lenguaje dado,
y no pidiendole que escriba el automata asociado
a una gramatica, problema que puede  ser
solucionado mejor por un ordenador.

En este articulo se describen  temas que no se
tratan, o s6lo de manera tangencial, en los textos
usuales (por ejemplo, [1, 2]): verificacion de
automatas finitos, de gramaticas y de pila. La
verificacion de maquinas de Turing no se cubre
dado que existen textos que incluyen
metodologias de demostracion de lenguajes de
programacion generales (por ejemplo, las wp en

[4D)-

Sugerimos dar prioridad a la verificacion sobre
temas mas tradicionales como minimizacion de
automatas, los lemas de bombeo y las formas
normales de gramaticas porque la verificacion
ayuda mas a crear el habito de justificar que lo
que ayuda el conocimiento de aquellos temas mas
tradicionales.
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2. Autématas de Estados Finitos

Explicaremos la metodologia para cada tipo de
verificacion con un ejemplo. En este caso,
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supongamos que el problema es verificar que el
siguiente autémata A reconoce el lenguaje

L={we (0+1)"| w tiene par de 0's y de 1's }.

2.1. Ecuaciones

El primer paso es definir las ecuaciones asociadas
al  automata en términos de los lenguajes
asociados a cada estado:

L=1{wl@ew) =" (q:w)}

Es decir, /; es el conjunto de palabras que en cero
0 mas pasos del automata llegan a g, partiendo del
estado inicial. Las ecuaciones son:

=11 +10+ 4
1=lgl + 1,0
L=1,0 + I51
1,=1,0 + L1
L) =1y

en las que el lenguaje del automata es el asociado
a gy porque es el Unico estado final. Notese que
las ecuaciones por si solas describen totalmente el
automata.
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2.2. Significados

El siguiente paso es el mas delicado de la
metodologia. Consiste en  definir un lenguaje
asociado a cada estado en términos similares a los
del lenguaje L. En este caso, se hace necesario
adivinar el conjunto de palabras asociadas a cada
estado en términos de la paridad de los simbolos,
independientemente del automata. Este paso es el
menos mecanico de todos y se realiza
normalmente por prueba y error. El lector debe
descubrir los siguientes lenguajes:

Ly= {w|wtiene parde 0's y s}

L;= {w]|wtiene par de 0's e impar de 1's}
Ly= {w|wtiene impar de 0'sy 1's}

L;= {w|wtiene impar de 0's y par de 1's}.

2.3. Particién

Si el automata es determinista se hace necesario
mostrar que los lenguajes del paso anterior
forman una particion de =*. En la mayoria de los
automatas, este paso se hace al mismo tiempo que
se ensayan varias definiciones de significados
pues es una manera de saber que estas
definiciones van por buen camino. En este
ejemplo, es obvio que estos lenguajes forman una
particion.

2.4. Una Solucién de las Ecuaciones

Si en las ecuaciones de arriba se reemplaza /; por
L;, se debe comprobar que las ecuaciones siguen
siendo ciertas. Si este es el caso, entonces por
unicidad de la solucion del sistema, debe ser cierto
que /; = L,. La unicidad es una consecuencia de la
aplicacion iterativa del Lema de Arden [1].

Si el automata es determinista es suficiente
mostrar que las ecuaciones valen en la direccion
de derecha a izquierda, pues las otras direcciones
valen automaticamente si los significados forman
una particion [3]. Si el automata no es
determinista se hace necesario mostrar cada
ecuacion en ambas direcciones.

En este ejemplo, hay que demostrar cada una de
las siguientes afirmaciones:
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LyoLl+L0+2
LioLyl + L0
L,oL,0+L,;]
Ly L0+ Lyl

Todas estas comprobaciones hacen la verificacion

larga, pero en la mayoria de las veces, cada
comprobacion es simple, como en este caso.

2.5. El Paso Final

Debido a que [, = L; para cada estado g; y,
suponiendo que los estados finales son gy,..., gz

LA) =13 ..Ul =Ly ..U Lg,
por lo que la verificacion termina mostrando que
Ly ..ULlg=L

En este ejemplo basta mostrar que L, = L, lo que
es obvio.

3. Gramaticas Libres de Contexto

Nos interesa demostrar que el lenguaje generado
por la gramatica G

I Al|aB|bA
A — al | bAA
B — bl | aBB

es
L={w e (a+h)"|w tiene el mismo numero de
a'es que de b'es}.

La metodologia es muy similar a la de la seccion
anterior, y como antes, lo que la hace simple es
un teorema de unicidad de las soluciones de un
sistema de ecuaciones.

3.1. Ecuaciones

El primer paso es definir las ecuaciones asociadas
a la gramatica:

X, = A+ aXy+ bX,
Xy =aX;+ bX, X,

Xg = bX, + aXpXy

en las que X; X, y X3 son variables de lenguajes.
Los lenguages generados por las variables,

Gen(l) = {w|I =" w}
Gen(d) = {w |4 =" w}
Gen(B) = {w|B =" w}

son solucion de las ecuaciones. Las condiciones
de unicidad de la soluciéon son ciertas para estas
producciones porque las partes derechas de las
producciones son constantes o tienen un simbolo
terminal[3].

3.2. Significados

El siguiente paso es nuevamente el mas dificil de
la metodologia. Consiste en definir un lenguaje
asociado a cada variable de la gramatica en
términos similares a los del lenguaje L.

Después de varias derivaciones, debe estar claro
que lo mas es seguro es que los lenguajes
generados por las variables sean

Ly ={w | [wla=1wl}
Ly=A{w | Wla=w+1}
Ly={w | Wwl=Mw.+1}

donde |w|, representa el nimero de veces que G
aparece en w.

Nos interesa ver que L, L, y Lz son también
solucion de las ecuaciones, por lo que, por
unicidad L; = Gen(I) L,= Gen(4) y Ly = Gen(B).

3.3. Una Solucién de las Ecuaciones

Basta demostrar que (L; Ly, Lp) satisfacen cada
ecuacion. La demostracion de que cada ecuacion
se satisface necesita dos direcciones (no hay atajos
como en la seccion anterior). La demostracion de
cada uno de los casos en cada direccion
normalmente es simple, aunque todo junto resulta
ser largo.

En este ejemplo concreto, la demostracion de

L, cal;+bL,L,
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requiere demostrar que si una palabra de L,
comienza por b, el resto de la palabra se puede
dividir en dos subpalabras, cada una con una «a
mas; para esto se hace necesario mostrar como
dividir efectivamente la palabra, contando de
izquierda a derecha la diferencia entre el numero
de d'es y el de b'es.

3.4. El Paso Final

Debido a que Ly= Gen(X) para cada variable X de
la gramatica, L(G) = Gen(S), donde S es la
variable inicial. Entonces, la verificacion termina
mostrando que

Ls =L.

En este ejemplo, basta mostrar que L; =L, lo que
es inmediato.

4. Automatas con Pila

La verificacion de automatas de pila deterministas
se realiza por induccion en el  tamafio de la
palabra procesada. Esta estrategia implica una
complicaciéon simbolica que se habia evitado en
las dos metodologias anteriores usando teoremas
de unicidad sobre un sistema de ecuaciones. Pero
para este caso no hay un teorema de unicidad

que conozcamos, aunque si hay lenguajes
asociados a configuraciones (estado,pila) del
automata.

4.1. Lenguaje Asociado a una Configuracion de
la Pila

Como en las metodologias anteriores, la
definicion de ciertos lenguajes intermedios
asociados a significados de simbolos (estados,
variables, configuraciones, etc.) es decisiva para
conseguir el objetivo.

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea
L={w|we @)y wl=w}

El automata de pila M que reconoce L# por pila
vacia es:
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d(q.a,Zy = (q, aZy)
d(q.a,a) = (q, aa)
d(q.ab) = (q.1)
d(q.#.2)) = (q. A)

3(q,b,Zy) = (q, bZy)
3(q.b,b) = (q, bb)
d(q.ba) =(q, Y

Los lenguajes intermedios (o significados)
corresponden a conjuntos de palabras de entrada
con las cuales se llega a un estado y a un
contenido de la pila dados. Dado un automata de
pila  (Q,.2516, qy,ZyF), se define el siguiente
lenguaje paracadag € QyyeI:

Ligy ={w eZ| (qow Z) =" (o 4 1 }-
En nuestro ejemplo, L(M) = L(g, ).
Demostraremos las siguientes igualdades:

L(g.dZy) = {w] wla = wly + £ },
L(gb'Z) = {w| wly = wla + & J.

La pregunta en este instante deberia ser: ;de
donde se han obtenido estas ecuaciones? La
respuesta es: corresponden a la formalizacion de
las ideas intuitivas de los significados de los
estados y del contenido de la pila que se dieron
antes de definir el autdmata. Por ejemplo, la
primera ecuacion dice que para llegar al estado ¢
con k aes encima de Z,, se debe haber leido una
palabra que tiene k aes mas que bes.

4.2. Induccion

La demostracion de los significados de los
lenguajes se hace por induccion simultaneamente
sobre las dos igualdades. Se deben hacer
simultdneamente porque se puede pasar de la
configuracién de una ecuacion a la otra leyendo
un simbolo, es decir, las ecuaciones se relacionan
entre si, como es lo normal en automatas y
gramaticas.

Las ecuaciones corresponden a demostrar por
induccion en |w| que para todo &:

@wZ) = (q. A a" Zy) < wl, = Wl + &y
@wZ) =" (q A b Z) < wly = wl, + k
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Cuando se considera wo en el paso de inducciodn,
se calculan todas las posibles configuraciones (g,
o, 7) antes de que la entrada quede vacia. Los
diferentes casos para ¢, 6 y dependen de las
transiciones del autémata y pueden ser varios, lo
que hace la demostracion larga. Cada caso
requiere usar la hipétesis de induccion sobre la
variable k apropiada, lo que no es dificil. Sin
embargo, los estudiantes deben hacer varias
demostraciones antes de aprender a hacer un
manejo simbolico correcto.

4.3. El Paso Final

Para terminar veamos que L(M) = L. Sabiendo
que L(M) = L(q, 4), y observando que la Gnica
forma de vaciar la pila es eliminando el simbolo
Z, al leer #, se tiene que

(4. wh 7)) =" (q, % Z0) = (. & 4)
ssi (g, w, Zy) = (q. 1, Zy
ssi (segan lo demostrado para a’Z,)
Wl = wlp + 0
ssi wel,

lo que muestra que el autdmata es correcto.

4.4. Experiencia Docente

Los estudiantes de segundo afio aprenden que un
ejercicio que requiera dar un  autdmata o

gramatica no estara completo hasta que no se dé la
verificacion correspondiente.  Es obvio que la

mayoria de los estudiantes preferiria dar
soluciones a los ejercicios sin dar las
verificaciones como se hace en los libros de

lenguajes formales tradicionales y en la mayoria
de las asignaturas de programacion. Esto hace
aun mas importante que en al menos esta

asignatura se mantenga como objetivo la
necesidad de justificar cada parte de una solucion
presentada.  Sin embargo, no disponemos de
ningun elemento objetivo que permita medir si los
estudiantes saben dar, a largo plazo, mejores
justificaciones.

Las metodologias son perfectamente accequibles a
los estudiantes. Es decir, mas de un 50% de los
estudiantes son capaces de dar verificaciones
correctas en los examenes. Solamente la
verificacion de automatas de pila requiere varias
semanas hasta que los estudiantes reemplazan los
simbolos correctamente en los pasos de las
demostraciones por induccion de cada uno de los
casos. Esta estrategia es sOlamente un poco mas
compleja que los casos que se consideran en el
uso de los lemas de bombeo, sélo que los
resultados son mas practicos: la garantia de la
correccion de las soluciones.

Referencias
[1] Rafel Casas, Lluis Marquez. Llenguatges,
Gramatiques i Automats: Curs Basic.

Universitat Politécnica de Catalunya, 1997.

[2] Dean Kelley. Teoria de Automatas y
Lenguajes Formales. Prentice Hall, 1995.

[3] Francesc Roselld, Jairo Rocha. Automats i

Llenguatges: Verificacio, Implementacio i
Concurréncia. Materials Didactics.
Universitat de les Illes Balears, 2003 (En
imprenta).

[4] Robert Sebesta.. Concepts of Programming
Languages, Addison Wesley, 2002.



