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7 Teoriadegrafos

7.1 Introduccion

En numerosos problemas cuantificables, en las organizaciones, intervienen una serie de elementos
entre |os que se establ ecen unas relaciones. por g emplo, 1os problemas relacionados con posibilidades
de comunicacion (redes de comunicacién y de transporte), relaciones de orden entre actividades (pla-
nificacién de proyectos mediante PERT) o estructuras de producto complejas (gestiéon de inventarios
mediante MRP).

Los grafos son una herramienta gue permite modelizar relaciones de esta naturaleza, de modo que se
puedan resolver problemas asociados a esas circunstancias, frecuentemente de forma menos costosa
gue utilizando otras técnicas como la programacion lineal .

Una buena comprension de la teoria de grafos pasa por dominar la nhomenclaturay conceptos asocia-
dos a estas representaciones de rel aciones entre elementos, asi como sus diversas formas de represen-
tacion.

Seguidamente se definird formalmente un grafo, pasando posteriormente a mostrar las diversas repre-

sentaciones que admite. Con estos elementos podemos definir comodamente los diversos elementos
conceptual es asociados alos grafos

7.1.1 Definicién degrafo

Un grafo G (X, E) constade un conjunto de elementos “x”, denominados nodos o vértices, y un listado
de parejas de vértices E que expresa las relaciones entre dichos elementos.

Si no se considera el orden de los vértices en cada pareja, dichos pares se denominan aristas, y deci-
mos que €l grafo es no orientado.

Si se consideran las relaciones, el par de aristas sellamaarco y el grafo es orientado. Un grafo
no orientado puede siempre convertirse en orientado, expresando la doble relacién entre los vér-
tices.

7.1.2 Representacion de grafos

Existen multiples maneras de representar un grafo. Tomemos un grafo orientado G(X, E) definido co-
Mo con un conjunto de vérticesy arcos:

X =(1,2,3,4,5)
E={(19),(1,2), (25, (54), 34, (32), (2.3), (45}
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Esta representacion, pese a cumplir con los requerimientos de la definicion, resulta poco practica para
lainterpretacion del grafo y la comprobacién de propiedades relevantes de éste. Por este motivo, exis-
ten diferentes representaciones de los grafos:

1. Larepresentacion grafica, adecuada para la interpretacion y resolucion de problemas en grafos
peguefios 0 medianos.

2. Larepresentacién mediante matriz asociada o de adyacentes, especialmente Util para el trata
miento de problemas de grafos con programas informéticos.

3. Otras representaciones, como el diccionario de grafo, buscan definir el grafo de forma mas com-

pacta, en términos de posiciones de memoria. Pueden ser Utiles para representar grafos de gran
tamano.

Representacién gréfica

Tal como puede apreciarse, consiste en un grafico en que los vértices se representan mediante puntos.

Las conexiones se representaran de diferentes maneras, dependiendo de que el grafo sea orientado o

no:

a) Siesrelevante paralarepresentacion determinar cuél es el vértice origen y cudl el destino, las co-
nexiones entre vértices se representan mediante flechas (denominadas arcos): tendremos enton-
ces un grafo orientado.

b) Si no es relevante determinar el sentido de la relacion entre vértices, tendremos un grafo no
orientado: |os vértices se uniran mediante segmentos, denominados aristas. El grafo definido an-
teriormente admite esta representacion gréfica.

El grafo definido anteriormente se trata de un grafo orientado, que admite la siguiente representacién

gréfica
A
E « B

D « C

Figural.2.a

Lafigura 1.2.b muestra la representacion de un grafo no orientado, en € que las conexiones no tienen
unadireccion establecida (0 si se prefiere, una conexidn entre dos vértices esta definida en los dos sen-
tidos posibles:
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Figural.2.b

Matriz asociada al grafo o de adyacentes

Es unamatriz G de nxn, donde n es el nimero de vértices. Cada una de los componentes de la matriz
representa una posibilidad de conexion: asi, el componente g; representa la posibilidad de conexion
existente entre el nodo origen i y €l nodo destino j.

A continuacion se muestra la matriz asociada al grafo del ejemplo. En este caso, se ha optado por re-
presentar por unos las conexiones existentes, y por ceros la ausencia de conexion.

01001
0101
G=(01 010
0 0001

0 0010

Puede ocurrir gue para la situacion que deseemos representar, no sea relevante determinar cudl de los
dos vértices del grafo asociados a una conexidn es el origen y cud es el destino: tendremos entonces
un grafo no orientado. En estos grafos, se cumplira que g = g;. Tendremos entonces una matriz G
simétrica.

Si los arcos tienen asociado un valor (p.e. distancias entre elementos), puede representarse en lamatriz
G. Lamatriz siguiente, por gjemplo, muestra las distancias por carretera entre Barcelona (BCN), Ma-
drid (MAD), Bilbao (BIL) y Vaencia(VAL). Por ser ladistanciade idaigual alade vuelta, setratade
un grafo no orientado.

BCN MAD BIL | VAL
BCN 621 620 349
MAD 621 395 352
BIL 620 395 633
VAL 349 352 633

Otras representaciones

Podemos tener representaciones més compactas, a precio de perder la posibilidad de representar valo-
res asociados alos arcos.

Por g emplo, en e diccionario de grafo se enumeran los destinos de | os arcos que parten de cada nodo.

El diccionario inverso enumera los origenes de los arcos que inciden en cada nodo. Para el grafo
orientado del ¢ emplo, tenemos |os siguientes diccionarios:
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1 2 5 1

2 3 5 2 1 3

3 2 4 3 2

4 5 4 3 5

) 4 5 1 2 4
diccionario de grafo diccionario inverso

Lalista de arcos, préxima ala definicion formal de grafo expresada mas arriba, permite una represen-
tacion compacta del grafo. Nuevamente para el gemplo, la lista de arcos para el grafo del gemplo
gueda como:

lista de arcos

7.2 Topologia de grafos

La determinacién de las condiciones que ha de cumplir un grafo para representar determinadas situa-
ciones, 0 para gue le sean aplicables determinados algoritmos, exige definir determinadas propiedades
topoldgicas a cumplir por los grafos. Seguidamente se exponen algunas de estas propiedades, tanto
para graf os orientados como para no orientados.

7.2.1 Grafosorientados

Grado y semigrados interior y exterior de un vértice

El grado de un vértice se define como el nimero total de arcos que inciden en dicho vértice, y evallia
su grado de conexidn con €l resto de vértices del grafo. Para un grafo orientado, podemos definir tam-
bién los semigrados interior y exterior:

a) El semigrado interior de un vértice es el nimero de arcos con destino en el vértice. Para determi-
nadas situaciones, un vértice con semigrado interior cero puede ser un origen del grafo.

b) El semigrado exterior de un vértice es el nUmero de arcos con origen en €l vértice. Un vértice
con semigrado exterior cero puede representar, en determinadas situaciones, un destino del
grafo.

Para el grafo de lafigura 2.1.a, €l vértice a tiene semigrado interior cero, y representa el origen del
grafo. El vértice wtiene semigrado exterior cero, y representa el destino del grafo.
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A » B
a > C\ » w
D > E
Figura2.l.a

Caminos, buclesy circuitos

Dos veértices pueden no estar conectados directamente, pero si indirectamente a través de un camino.
Mas formalmente, un camino es una sucesion de arcos tal que €l vértice extremo de cada uno (excep-
tuando el ultimo), coincide con el vértice extremo del siguiente en la sucesion.

Un vértice puede estar conectado consigo mismo de forma directa a través de un bucle, que no es mas
gue un arco cuyos vértices origen y destino coinciden. También puede estar conectado a través de
otros vértices mediante un circuito, definido como un camino cuyos vértices origen y destino coinci-
den. Dichos conceptos pueden ilustrarse en el grafo de lafigura2.1.b:

s

Figura2.1.b

o—»>

e

Se trata de un grafo orientado (por ejemplo, existe conexion directaentre Ay D, peronoentre D y A).
Uno de los caminos del grafo es el que une los vértices A, B y C. Por otra parte, encontramos un cir-
cuito queune A, B, C, EyD.

7.2.2 Grafosno orientados

Aungue algunos conceptos definidos para grafos orientados son validos también para grafos no orien-
tados: asi, se definen de la misma manera los conceptos de bucle y de grado de un vértice. Sin embar-
go, no tiene sentido para grafos no orientados distinguir entre semigrado interior y semigrado exterior.
Finalmente, los conceptos relacionados con la conexidn entre vértices tienen definicidn especifica en
grafos no orientados.
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Cadenasy ciclos

Una cadena puede definirse como un camino no orientado: es una sucesion de aristas tal que € vértice
extremo de cada una (exceptuando la tltima) coincide con € vértice extremo de la siguiente en la sucesion.
Dos vértices que no estan conectados directamente pueden estarl o indirectamente mediante una cadena.

Asimismo, un vértice puede estar conectado consigo mismo directamente mediante un bucle, o bien,
mediante un ciclo, definido como un camino que seiniciay terminaen el mismo vértice. Paralos gra-
fos orientados, puede definirse también ciclo como un conjunto de arcos que unen una serie de vérti-
ces, prescindiendo de su orientacion.

En € grafo de la figura 2.2.a, podemos observar que todos sus Vértices estan conectados mediante
cadenas:. €l vértice A esta conectado con el E através de la cadena A — B — E. También podemos ob-
servar el cicloA -B-C-D.

E

T

Figura2.2.a

7.2.3 Conectividad en grafos

A diferencia de los conceptos anteriores, que afectaban a vértices del grafo, la conectividad es una
propiedad del grafo en su conjunto. Un grafo orientado puede ser conexo o fuertemente conexo. Un
grafo orientado sblo puede ser conexo. Més concretamente, tenemos:

Diremos que un grafo es conexo si existe a menos un ciclo entre toda pareja de vértices. El concepto
es aplicable tanto a grafos orientados como para no orientados. obsérvese que se ha definido ciclo
tanto para grafos orientados como para no orientados.

Diremos que un grafo orientado es fuertemente conexo si existe a menos un camino entre toda pareja
de vértices. Todo grafo orientado fuertemente conexo sera también conexo.

El grafo de la figura 2.3.a, con € que se gemplifico el concepto de camino, es un grafo fuertemente
conexo: podemos encontrar un camino entre cualquier pareja de vértices:

v

O————p»>

A

Figura2.3.a
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El grafo de la figura 2.3.b es un ggemplo de grafo conexo, pero no es, sin embargo, fuertemente co-
nexo: No existe camino entre los vérticesA y D.

>
v
w

0
v
o

Figura2.3.b

El grafo siguiente es un gjemplo de grafo conexo no orientado: podemos encontrar una cadena entre
cualquier pareja de vértices:

E

T

C D

Figura2.3.c

Finalmente, en la figura 2.3.d tenemos un grafo no orientado que no es conexo: D y E no estén conec-
tados con A, B y C. Puede apreciarse € ciclo de los vértices A, B 'y C (no es ciclo, sin embargo, la
conexion existenteentre D y E).

Figura2.3.d

7.2.4 Arbolesy arborescencias

Los arboles y arborescencias son un tipo particular de grafos, Util para representar determinadas situa-
ciones.

Un arbol puede ser tanto orientado como no orientado, y no es mas que un grafo conexo sin circuitos
(grafos orientados) o ciclos (grafos no orientados).

Las figuras siguientes representan dos grafos no orientados. El ciclo A —B —C —D hace que € grafo de
lafigura2.4.ano seaun arbol. El grafo delafigura2.4.b, a no ser conexoy sin ciclos, si esun arbol.
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A B
E \
C D
Figura2.4.a
A B
E \
C D
Figura2.3.c

Una arborescencia es un grafo orientado, fuertemente conexo, sin ciclos ni bucles, en que todos los
vértices tendran semigrado interior igual alaunidad, excepto uno, raiz de la arborescencia, cuyo semi-
grado interior es 0. Las arborescencias son Utiles para representar, por € emplo, procesos decisionales.
El grafo delafigura2.3.d es un gjemplo de arborescencia, en laquelaraiz es el vértice A.

me¢——w
O4——O0

=

Figura2.3.d

7.3 Modelizacion mediante grafos

Mediante lateoria de graf os pueden representarse gran nimero de situaciones que supongan relaciones
entre diversos elementos. Seguidamente se exponen algunas de €llas.

7.3.1 Posibilidades de comunicacion

De manera bastante natural, un grafo puede representar las posibilidades de comunicacion existentes
entre diferentes puntos. Lo més frecuente es que los puntos estén representados en el grafo mediante
vértices, y las posibilidades de comunicacion mediante arcos (0 en ocasiones aristas, si la comunica
cion entre dos nodos es siempre igual entre los dos sentidos). La representacién de las posibilidades de
comunicacion se completa asociando a cada arco una magnitud relevante para la representacion (dis-
tancia, tiempo, etc.).
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33
A B < > C
24
12 22
8 15
13
D < > E

12

Figura3.l.a

El grafo de lafigura 3.1.a representa las diferentes posibilidades de comunicacion entre cinco ciu-
dades (A, B, C, D y E). Los valores sobre |os arcos representan |os tiempos de traslado de un punto
aotro.

Mediante grafos de este tipo pueden resolverse problemas de conectividad (arbol parcial minimo) o
problemas de caminos, en los que se trata de encontrar €l camino de minima distancia entre dos verti-
ces del grafo.

7.3.2 Redesdetransporte

También es posible representar mediante un grafo orientado los flujos que circulan através de unared
de transporte. Una red de transporte debera tener uno o varios vértices origen (de semigrado interior
Cero) y uno o varios vértices destino (de semigrado exterior cero). El resto de vértices, con semigrados
interior y exterior no nulos, seran vértices de transbordo.

El grafo de lafigura 3.2.a puede representar unared de distribucidn de agua entre diferentes puntos. El
vértice A esel origendelared, y € vértice E € destino.

A
8 4
B <« »C
3¢ 12 ‘5
14
D¢ E
Figura3.2.a

En unared de transporte, se asociaran alos arcos los valores del flujo que circula por dicha comunica-
cion. Dichos flujos cumpliran algunas propiedades importantes:

1. Enunvértice detransbordo, €l total de los flujos entrantes (valores de |os arcos que tienen como
destino el vértice) seraigual a de los flujos salientes (valores de los arcos que tienen como ori-
gen €l vértice).

2. Lasuma de los valores de los flujos de los arcos que tienen como origen vértices origen serd

igual al delasumade los valores de los flujos de los arcos que tiene como destino vértices desti-
no. Dicho valor sera el flujo total de lared de transporte.
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Ademés del flujo que circula por €l arco, podemos asociar otros valores alos arcos:

a) El flujo maximo y € flujo minimo que pueden y deben, respectivamente, circular por un arco.
Con dichos valores podremos resolver el problema del flujo total maximo que circula por unared
de transporte.

b) El coste de vehicular una unidad de flujo por cada uno de los arcos. Dichos valores permitiran

resolver el problema del flujo de coste minimo, que consiste en vehicular por lared un determi-
nado valor deflujo total.

7.3.3 Relacionesde orden

También pueden representarse mediante un grafo las rel aciones de sucesi6n entre las actividades de un
proyecto.

a Pelar patatas -
b Batir huevos -
c Pelar cebolla -
d Freir patatast+cebolla ac
e Afiadir huevo y freir b,d
f Servir e

El cuadro muestra la secuencia de actividades a redlizar para elaborar una tortilla de patatas. La co-
lumna de |a derecha representa | as actividades inmediatamente anteriores para poder realizar la activi-
dad en cuestion: por jemplo, antes de iniciar deben haberse acabado ay b.

Es usual representar estas situaciones en grafos en los que las actividades pueden estar representadas
por arcos (grafo PERT) o por nodos (grafo ROY):

Grafo PERT:

b

/_\
O——>0—0——-0

e
C /// fl
,
’

Figura 3.3.a: grafo PERT

Los vértices del grafo representan etapas (instantes de tiempo en que se termina 0 empieza una activi-
dad). Laactividad ficticiaf, se haanadido pararespetar |as restricciones propias del grafo PERT (entre
dos etapas solo puede haber una actividad).
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El grafo ROY suministra la misma informacion que el PERT, diferenciandose de éste en que las acti-
vidades estan representadas por vértices. Deben afiadirse dos vértices representativos del inicio (1) y
del final (F) del proyecto.

a > | d
I »| b » | e
C f [ —»| F

Figura 3.3.b: grafo ROY.
Estos grafos se emplean frecuentemente para la gestion de proyectos. Mediante su uso podemos de-
terminar entre otros parametros:
1. Tiempo en que puede finalizarse el proyecto.
2. Holgurade las actividades (retraso maximo que no afecta ala duracién del proyecto).

3. Camino critico (conjunto de actividades de holgura cero, que determinala duracion del proyecto).

7.3.4 Estructuradeun producto

Puede representarse mediante un grafo la estructura de un producto complejo. El grafo representa la
estructura de dos productos relacionados. una estanteria de tres anaqueles y otra de 6 anagueles.

EST — 3AN EST — 6AN
3T )ﬁ T 8
ANAQUEL PATA
2 3 12 24 4
CHAPA TORNILLOS CONECTOR

Figura3.4.a
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Este tipo de grafos se utiliza en procedimientos de previsién de la demanda dependiente (en este caso,
de la chapa, tornillos y conectores) en el sistema de gestion de inventarios MRP | (Material Require-
ments Planning).

En este documento trataremos dos tipos de problemas:

a) Problemasde caminos: setrata de algoritmos que permiten establecer 1a conexion entre todos los
nodos del grafo a minimo coste (algoritmo de Prim), o bien encontrar el camino mas corto entre
dos nodos del grafo (algoritmos de Dijkstray de Bellman — Kalaba).

b) Problema de flujo total méximo: se trata de determinar cud es el flujo méximo que puede circular
por unared de transporte (algoritmo de Ford — Fulkerson).

Finalmente, se presenta un problema més general (flujo de costo minimo), que permite tratar |os pro-
blemas anteriormente indicados mediante programacion lineal.

7.4 Problemas de caminos

En los problemas de caminos, se trabaja con grafos cuyos arcos o aristas tienen asociado un determi-
nado valor (que puede corresponder, aunque no necesariamente, ala distancia entre |os vértices unidos
por €l arco o arista). Dichos problemas suelen reducirse a encontrar:

1. € conjunto de aristas que conecta todos los nodos del grafo, tal que la suma de |os valores aso-
ciados alas aristas sea minimo. Dado que dicho conjunto ha de ser necesariamente un arbol, sue-
le llamarse a este problema de arbol parcial minimo.

2. ¢l camino mas corto desde un vértice origen hasta otro extremo. Se denominara camino mas cor-
to aaquel cuya suma de |os valores asociados de |os arcos que |0 componen sea minimo.

A continuacidn se describen varios procedimientos para resolver estos dos problemas: el algoritmo de
Prim, para el problema del arbol parcial minimo; y para el problema del camino més corto, los algo-
ritmos de Dijkstray de Bellman — Kalaba.

7.4.1 Arbol parcial minimo: algoritmo deprim
El problema del arbol parcial minimo puede ser definido con precision en |os siguientes términos:

Dado un grafo de referencia no orientado y conexo, con unos determinados valores asociados a
sus aristas, se trata de hallar un subconjunto de aristas conexo tal que permitala conexion de toda
pareja de vértices del grafo de referencia, de modo que la suma de los valores asociados a sub-
conjunto de aristas sea minima.

En otras palabras, se trata de conectar todos los vértices del grafo aun minimo coste (suponiendo que los
valores asociados a una arista representen el coste de conectar de manera directalos dos vértices que ésta
une). La solucion ha de ser forzosamente un &rbol, dado su natural eza de subgrafo conexo, y que laelec-
cién de una arista que haga ciclo con las restantes aumenta el coste del subgrafo, sin afladir nuevas posi-
bilidades de conexion. De ahi que lasolucién a problemaseael arbol parcial minimo del grafo.

El problema puede resolverse de manera sencilla con el algoritmo de Prim, que se detalla a continuaci on:

Paso O Iniciacion:
1. Asociar a cada arista &; un valor dj. Si no hay posibilidad de conexion directa
entre los vérticesi, j dicho valor serainfinito.
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2. Sea Sd conjunto de vértices conectados en laiteracion en curso. Inicialmente, S

estd vacio.
Paso 1 Tomar un vértice cualquieraeincorporarlo aS.
Paso 2 Buscar |a arista a; de menor valor d; tal que: el vértice i pertenezcaa Sy €l vértice j

no pertenezcaa S. Sean i* y j* los vértices de la arista asi hallada. En caso de empate
entre aristas, puede sel eccionarse una cuaquiera de ellas.

Paso 3 Incorporar el vértice j* a conjunto S.
Paso 4 Si todos | os vértices estan conectados, findlizar.
Si no, ir apaso 2.

En € grafo que se indica a continuacion se ha aplicado el algoritmo para obtener € arbol parcial mi-
nimo, gque esta representado en rojo en el dibujo. El lector puede seguir el procedimiento cuando se
comienzaen €l vértice A, observando el orden en que los vértices se incorporan a conjunto S.

7

S={A/FBCD,E}

7.4.2 Camino mascorto entre dos vértices: algoritmo de Dijkstra

El problema del camino mas corto puede formularse del siguiente modo:
Dado un grafo conexo y orientado, a cuyos arcos se asocian determinados valores, encontrar un
camino entre dos vértices origen (O) y final (F), s existe alguno, de forma que la suma de los
valores asociados a los arcos que componen el camino sea minima.

Para |la resolucion de este problema existen varios algoritmos, basados todos ellos en € procedimiento

de Ford.

Fase 0 Asociar una etiqueta a cada vértice. Por gjemplo:
Po=0; P, =do;.

! Para asegurarnos de que e problema siempre tenga solucion, debemos imponer que e grafo sea fuertemente conexo.
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do, es el valor asociado a arco que une el vértice origen O con un vértice cualquierai. Si
no hay conexion directa, €l valor de do; se considerainfinito.

Fase 2 Repetir las siguientes operaciones:
Buscar un arco tal que P, > P; + dj;
Hacer P, = Pj + dj,j

Fase 3 Finalizar si no existe ninglin arco que cumplala condicién.

La exploracién puede realizarse de diferentes formas en la matriz de distancias origen (filas) / destino
(columnas). Cada procedimiento de exploracion dara lugar a un algoritmo, que serd una variante del
procedimiento de Ford.

Uno de los algoritmos que aplican este procedimiento es el algoritmo de Dijkstra. En dicho algoritmo,
tenemos un conjunto de vértices Sde los que ya se ha encontrado su distancia minimaal vértice origen
0. Se exploran aquellos vértices en los que inciden arcos con origen en algun vértice de S. Se incorpo-
raaS aguel vértice que resulte estar mas cercano a origen después de la exploracion.

La ventaja de este algoritmo es que puede finalizarse la exploracion cuando F se haya incorporado a
conjunto S. Su inconveniente es que se trata de un algoritmo lento: si €l grafo cuenta con n vértices,
son necesarias n — 1 exploraciones paratener todo el grafo cubierto.

Seguidamente se expone el contenido del algoritmo:

Algoritmo de Dijkstra

Paso 0 Iniciacién:
1. Asociar a cada arco &; un valor dj. Dicho valor sera infinito si no hay conexion
entrelos vérticesi y .
2. Sea S € conjunto de vértices conectados en laiteracion en curso. Incorporar a S €l
vértice origen O.
3.  HacerlaetiquetaPy =0,y P; = o, s i esdiferente del origen.
4, Hacer lavariablet; = O.

Paso 1 Seay el Ultimo vértice incorporado a S. Para todo vértice z no incorporado a S, calcu-
lar:

P,=min{ P, P, +d,}
Si,P,+d, <P, hacert,=vy.

Paso 2 De entre todos | os vértices z, determinar aquel z* que cumple:
Pr=min{ P,}
Paso 3 Si P, = oo, finalizar. No hay caminos de longitud finita entre O y los vértices no pertene-
cientesas.

Si no, continuar.

Paso 4 Incorporar z* a conjunto S. P sera el valor de la distancia minima de z al vértice ori-
gen O.
Paso 5 Si F=2Z, finalizar.

Si no, ir apaso 1.
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En cadaiteracion, P; representad vaor del mejor camino desde O hagtad vérticei hdlado hastad momento.

En € grafo de lafigura 4.2.a se ha hallado € camino més corto desde €l vértice A hasta el F. Han sido
necesarias cinco iteraciones para encontrarlo. Latablaindica el vaor de la etiqueta P; para cada vértice
en cada una de lasiteraciones. En negrilla se indicala etiqueta del z* considerado, que es definitivay no
vuelve aindicarse en latabla

7
B < C
8 A
4 6 9
100
A > F
1 8 18 3
12 >
D < E
11
Figura4.2.a
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
A 0
B o0 4(A)
C 00 o0 11 (B)
D 00 0 0 30(C) 29 (C)
E 0 o0 o0 20(C)
F 00 100 (A) 100 (A) 100 (A) 100 (A) 37 (D)
z* A B C E D F

El camino més corto entre A y F tiene un valor de 38 y pasa por 10s vértices:
A-B-C-D-F
Asi, el camino estard compuesto por |os arcos siguientes, en €l orden que seindica:

{88, 8sc, @b, @F}

El camino se ha determinado a través de los valores entre paréntesis, que indican el origen del arco
gue forma parte del camino minimo. Asi, desde F, podemos ir reconstruyendo ese camino.

Nétese como, a estar todos |os vértices del grafo en S, también se han hallado |os caminos mas cortos
entre A y €l resto de vértices del grafo: si el camino mas corto entre Ay D esA —B — C—D, entonces
el camino mas corto entre Ay CesA—-B —-C.

Hemos utilizado la representacion gréfica del grafo para la resolucion. Podriamos haber usado la re-
presentacion matricial, que nos habria obligado a explorar la matriz por filas: a explorar lasfilai dela
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matriz G, estamos examinando todos los arcos con origen en el vértice i, con destino en € resto de
nodos del grafo.

7.4.3 Camino mascorto entreun vérticey todoslos demas. algoritmo de Bellman—Kalaba

Si el agoritmo de Dijkstra exploraba la matriz del grafo por filas, el de Bellman—Kalaba lo hace por
columnas: se determina la etiqueta de un vértice en una iteracién a partir de las etiquetas de los vérti-
ces de los que proceden los arcos que llegan al vértice considerado.

Las etiquetas P; y t;, asi como las distancias d;; se definen de la misma manera que en algoritmo de
Dijkstra. Sin embargo, ahora ninguna de las etiquetas se considera permanente, hasta que finalice el
procedimiento. Esto ocurre cuando los valores de las etiquetas de todos | os vértices no han variado en
unaiteracion.

En definitiva, tendremos el algoritmo:

Paso O Iniciacion:
1. Asociar a cada arco &; un valor d;. Dicho valor sera infinito si no hay conexion
entrelos vérticesi y .
2.  Hacer Po =0,y P =dg, paralosi distintos de O.
3.  Paratodo vértice, hacer t; = O.

Paso 1 Cuerpo del agoritmo:

1. Inicidizar € detector de cambios. c=0

2. Paratodoi hacer:

3. Paratodo j determinar e min { P; + d; }. Seaj* el veértice donde se ha hallado el
minimo.

4.  Si Py +ds <P, entonces hacer:
L Pi = Pj* + dj*i
. t = j*

. ch=1
Paso 2 Sic=1,iraPasol.
Sic=0, finalizar.

El resultado final es el camino més corto entre el origen Oy €l resto del grafo. Se expresa a partir de:

a) Un conjunto de etiquetas P; que indican el valor del camino més corto del origen hasta el vérti-
cei.

b) Un conjunto de etiquetas t; que indica (excepto para € origen) € vértice que precede ai en €
camino mas corto de O ai. Dichas etiquetas nos permiten determinar el camino mas corto de O a
un vértice cualquiera, de manera similar a como se encontro en €l apartado anterior.

El algoritmo puede aplicarse:

1. Sobre larepresentacion grafica: hay que considerar los arcos que llegan a cada uno de los vérti-
ces.

2. Sobre lamatriz: hay que considerar los valores de las columnas de G: en la columnai encontra-
remos aquellos arcos cuyo destino sea €l vérticei.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



Teoria de grafos

153

Seguidamente se resolvera el mismo problema con que se gjemplifico el algoritmo de Dijkstra, usando

Bellman—Kalaba:
Figura4.3.a

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
A 0(A) 0(A) 0(A) 0(A) 0(A)
B 4(A) 4(A) 4 (A) 4 (A) 4 (A)
C 0 (A) 11 (B) 11 (B) 11 (B) 11 (B)
D 0 (A) 0 (A) 29 (C) 29 (C) 29 (C)
E 0 (A) o (A) 20 (C) 20 (C) 20 (C)
F 100 (A) 100 (A) 100 (A) 37 (D) 37 (D)

Se han determinado |os caminos minimos desde A hasta el resto de vértices en un nimero de iteracio-
nes menor gque para el algoritmo de Dijkstra. Parala obtencion de las etiquetas en laiteracién k, se han
utilizado las de la iteracion k-1. Podemos acelerar algo el proceso si utilizamos los valores de las eti-

guetas ya obtenidas en laiteracion.

k=0 k=1 k=2
A 0(A) 0(A) 0(A)
B 4 (A) 4(A) 4 (A)
C o (A) 12 (B) 12 (B)
D o (A) 29 (C) 29 (C)
E o (A) 20 (C) 20 (C)
F 100 (A) 37 (D) 37 (D)

Esta tltima mejora del algoritmo puede formularse formal mente como sigue:

Paso 0

Iniciacion:

1. Asociar a cada arco &; un valor d;. Dicho valor sera infinito si no hay conexion
entrelos vérticesi y .
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2.  Hacer Po =0,y P; =dg, paralosi distintos de O.
3.  Paratodo vértice, hacer t; = O.

Paso 1 Cuerpo del agoritmo:
1. Inicidizar el detector de cambios: c=0
2.  Paratodoi, y paratodo j, hacer:
. SiPi>Pj+dji,ha:er Pi=Pj+dji,ti:j,C=1
e Sino, continuar.

Paso 2 Sic=1,iraPaso 1.
Sic=0, finalizar.

7.5 Problemasdeflujos

Es frecuente que nos encontremos con situaciones en las que debamos tratar con magnitudes de
flujo: fluidos que circulan por un sistema de tuberias, cadenas de montaje en la que las méaquinas
tienen diferentes valores de productividad, etc. Estas situaciones pueden modelizarse mediante un
grafo que represente una red de transporte (ver 3.2). Los problemas més frecuentes en estos casos
consisten en:

a) Determinar € flujo total méximo que es capaz de vehicular el sistema.

b) S conocemos el coste de vehicular flujo por cada uno de los vértices del grafo, puede interesar-
nos conocer cuénto flujo debe circular por cada arista para asi obtener el flujo a coste minimo pa-
ra un determinado valor del flujo total.

Ambos problemas pueden resolverse por programacion lineal, pero el de flujo total maximo puede
resolverse con métodos mas rapidos, obteniendo €l corte de flujo minimo o a través del algoritmo de
Ford—Fulkerson.

7.5.1 El problema del flujo total maximo

Ademas de las condiciones genéricas para redes de transporte indicadas en la seccién 2.3, suele impo-
nerse alared de transporte las siguientes condiciones:

1. Lared no debe tener bucles ni circuitos. Los circuitos no afiaden flujo total al sistema: si lared
original tiene alguno, puede eliminarse del modelo alguno de los arcos del circuito a efectos de
obtener el flujo méximo.

2. Lared debe tener un Unico origen y un tnico destino (tal como se definieron en 2.3). Esta condi-
cion puede cumplirse en todo caso, afiadiendo un origen ficticio (del que salen arcos de capacidad
ilimitada, con destino en los diferentes origenes) y un destino ficticio (al que llegan arcos de ca
pacidad ilimitada, con origen en los diferentes destinos. Esta situacion se gjemplificaen las figu-
ras5.1l.ay 5.1.b.
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/ A » B\
(041 (V]
(o)) (V)
\ I /

C »D
Figura5.1l.a

/ A NB\
1 [V
(o)) (V)

v /
C » D
Figura5.1.b

El problema consiste en determinar € flujo méximo que circulard a través de la red de transporte, que
seraigual a flujo entrante al sistema por € nodo origen a, y a flujo saliente por el nodo destino w,
sabiendo que cada arco a;; es capaz de transportar un flujo maximo igual a FM;;. Ademés de dicho
valor, nos puede interesar hallar los flujos f;; que circularan por cada uno de |os arcos para transportar
el flujo total maximo. El conjunto de flujos f;; debera cumplir en todo momento (no sdlo cuando el
flujo total sea méximo) las condiciones propias de lared de transporte:

a) Lasumade los flujos asociados alos arcos con origen en €l hodo origen esigual alasumadelos
flujos asociados alos arcos con destino en el nodo destino. Dichamagnitud esigual a flujo trans-
portado por lared.

b) Parad resto de vértices (vértices de transbordo), la suma de flujos asociados a los arcos que inci-
den en el vértice serdigual alasumade flujos asociados alos arcos que emergen de €.

7.5.2 Cortedeflujo minimo

Un concepto importante asociado alas redes de transporte es €l de corte. Un corte no es mas que cualquier
conjunto de arcos cuya supresion dejaincomunicados € nodo origen y €l destino. El flujo asociado a un
corte no es mas que la suma de los FM;; de los arcos que componen € corte. Estos conceptos nos pueden
ayudar a hallar € flujo maximo que circula por una red de transporte, ya que € flujo total méximo
transportado por una red de transporte esigual al minimo de los flujos asociados a los cortes del grafo.

Puede observarse este hecho con lared de transporte de la figura 5.2.a. En los arcos se haindicado €
valor delos diferentes FM:
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>
v
w

(12) (8) (6)

O
O
\
\
\
\

(14)

Figura5.2.a

El flujo maximo que puede transportar esta red viene determinado por el corte indicado en la figura.
De la suma de los valores asociados a corte, obtenemos que dicho fluyjoesde 1 + 3+ 5+ 6 = 15.
Compruebe €l lector que €l resto de cortes de lared tienen asociado un valor de flujo mayor.

Para redes de transporte grandes, en las que € corte de flujo asociado minimo sea dificil de obtener,
podemos usar € algoritmo de Ford—Fulkerson. Su estrategia es lade ir vehiculando cantidades adicio-
nales de flujo, a partir de un flujo compatible con la red.

7.5.3 Algoritmo de Ford-Fulkerson

Como se haindicado, el agoritmo de Ford—Fulkerson permite encontrar el flujo méximo a través de
una red de transporte. Para €llo, tienen lugar varias iteraciones, en las que se intenta transportar €l
maximo flujo posible cada vez, hasta que no es posible transportar mas flujo. Para ello, se utiliza la
marcacion de vértices. Existen dos reglas de marcacién: la marcacién en sentido directo y la marca-
cion en sentido inverso.

Marcacién en sentido directo: permite aumentar el flujo del arco, cuando €l flujo ya asignado seainfe-
rior a su capacidad. S6lo podemos marcar vértices a los que incidan arcos cuyo vértice origen esté

marcado:
-
fij < FMij

kitxle i/+/min{e,FMij—fij}

El vértice j hasido marcado de formadirecta. La marcatiene tres componentes:

1. El primero marca el origen del arco por el que se transporta el flujo: en este caso, indicamos que
lamarcacion proviene del vérticei.

2. El segundo muestra que s marca es de sentido directo (como en este caso, con € signo +) o de
sentido inverso (tendriamos entonces un signo -).
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3. Elterceroindicad vaor dd flujo transportable, determinado por en € caso de la marcacién directa
por e minimo de estas dos magnitudes:
El flujo procedente del vérticei (en este caso, un flujoigual ae).
Lacapacidad del arco &; de transportar flujo adicional, que seraigual a FM;; —fj;.

Marcacién en sentido inverso: Permite reducir €l flujo cuando €l flujo asignado a arco es menor que

0. Esta reduccion es posible porque € flujo anteriormente asignado a dicho arco se derivara por otra
rama de la red. Esta marcacion solo es posible cuando ha sido marcado con anterioridad el vértice

destino del arco:
>
fij >0

j!I=Imin{e f} kitle

El vértice i hasido marcado de formainversa. La marca tiene tres componentes:
1. El primero marcael destino del arco por e que se transporta el flujo, en este caso, el vérticej.
2. El signo —del segundo componente indica que la marcacién es en sentido inverso.

3. El tercer componente indica el valor del flujo que puede desviarse por otro camino, que es igual
a minimo de estos dos componentes:
El flujo procedente del vértice| (en este caso, un flujoigual ae).
El flujo que puede decrementarse del arco a;;, que sera precisamente el que circula por é en este
momento: f;;.

Una vez determinadas | as reglas de marcacion, podemos describir €l algoritmo de Ford—Fulkerson.

Paso 0 Iniciacion:
se establece un flujo compatible con lared (por gjemplo, se asigna atodos los arcos un flujo
igual a0, o bien unos valores posibles en una primera aproximacion).

Paso 1 Se marca el nodo origen con + / 0. Todos | os vértices pasan a estado no explorado.

Mientras haya vértices marcados, hacer:

. Tomar un vértice marcado, seai dicho vértice.

. A partir dei, se intentan marcar todos los vértices adyacentes no explorados siguiendo
las reglas de marcacion directa e inversa. Los vértices adyacentes que no se puedan
marcar pasan a estado bloqueado.?

. i pasa a estado explorado.

Paso 2 Si el nodo destino esta marcado, incrementar el flujo en la red a través de la cadena que
marcan |as etiquetas en una cantidad igual a la asignada a dicho nodo, en el sentido asigna-
do por lamarcacién. Ir a paso 1.
Si € vértice destino w esta limpio (no marcado ni explorado) o bloqueado, €l flujo es Gpti-
mo: finalizar.

2 La exploracion de otro vértice marcado puede desbloquear €l vértice. S6lo sera vértice bloqueado de forma
definitivasi no quedan vértices marcados).
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A modo de ejemplo, determinaremos €l flujo total méximo que puede circular por lared de transporte
siguiente (entre paréntesis, €l flujo maximo gue puede circular por cada uno de los arcos:

Flujo maximo en unared de transporte
Ford-Fulkerson

(80)

Figura 5.3.a: situacion inicial

En primer lugar, se establece un flujo compatible con lared. Dicho flujo puede ser de cero en todas las
ramas, 0 bien unos valores iniciales cercanos a Optimo, como en este caso. Dicho flujo se corresponde
con los nimeros que no estan entre paréntesis.

Flujo méximo en una red de transporte
Ford-Fulkerson

(80)

Figura 5.3.b: flujo compatible con lared

A partir de este flujo inicial, se procede a explorar los vértices, y a marcarlos segun las reglas esta-
blecidas anteriormente. La tabla siguiente muestra la sucesion de exploracion de vértices empleada
en este caso, indicando si el vértice estalimpio (1), bloqueado (b) o marcado en sentido directo (m+)
o inverso (m-). Unavez el vértice ha sido explorado (€), no vuelve a examinarse de nuevo.

exploracion 0 1 2 3 4
0 e b m+ | |
2 e m— e b |
1 e e e m+ |
3 e e e e m+
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Flujo méximo en una red de transporte
Ford-Fulkerson

(80)

Figura 5.3.c: marcacion de los vértices

Como puede observarse en la figura, el vértice destino 4 estd marcado con un flujo de 10. Esto signifi-
ca que podemos incrementar el flujo total en diez, respecto del flujo compatible con lared establecido
inicialmente. Para ello, debe seguirse el sentido de las marcaciones, tal como se muestraen 5.3.d:

Flujo maximo en una red de transporte
Ford-Fulkerson

(80) 10

Figura 5.3.d: flujo adicional obtenido

Una vez establecido el nuevo flujo por lared, que ha hecho aumentar el flujo total méximo de 70 a 80,
se procede nuevamente a explorar el vértice origen. En esta ocasién, observamos que los vértices 1y 2
estén blogueados, y 3y 4 limpios. Esto nos indica que hemos obtenido el flujo total méximo, dado que
no es posible explorar 4.

Flujo maximo en una red de transporte
Ford-Fulkerson

6) g COR
o) G
(80) 10

Figura 5.3.e: corte de flujo minimo
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El flujo total méximo resulta ser de 80. El corte de flujo minimo es el formado por |os arcos ay; Y ae,
gue precisamente determinan ese flujo maximo. Si aumentamos el flujo méximo en estos arcos, au-
mentaremos €l flujo total. Por el contrario, aumentar €l flujo maximo en el resto de arcos no afectaraa
valor del flujo total maximo.

7.6 Ejercicios

Problema 1

Se le ha encargado disefiar € cableado del sistema de domética de un edificio intdigente. El edificio
cuenta con cinco terminales con aparatos controlables a través de una central. No es necesario gque la co-
nexion de un termina con la central sea directa: puede realizarse indirectamente a través de conexiones
con otras terminales. El coste de conectar las diferentes terminales entre si es el que seindicaen latabla

Matriz T1 T2 T3 T4 T5
Matriz - 210 160 120 250 190
T1 210 - 110 230 220 55
T2 160 110 - 180 130 210
T3 120 230 180 - 185 280
T4 250 220 130 185 - 330
T5 190 55 210 280 330 -

Se trata de determinar qué terminales deben conectarse entre si, de manera que todas ell as estén conec-
tadas (directa o indirectamente) con la central a coste minimo.
Problema 2

Se le ha encomendado la tarea de planificar para los proximos cuatro afios (X1, X2, X3y X4) la
explotacion de unafinca maderera. En esencia, la explotacion consiste en lo siguiente:

A final de afo, debe decidirse si se deseatalar el bosque y vender la madera. La cantidad de madera
ser&d funcion del tiempo que hace que se plant6 el bosgue, segin la tabla siguiente:

Afios desde que se plant6 Cantidad de madera (m°)
1 afio 100
2 afios 150
3 afos 200
4 ahos 220

El coste de talar €l bosque (fundamentalmente mano de obra) aumenta con € tiempo, y también lo
hace el precio del m3 de madera, segun la siguiente tabla:

Fecha en que setala Coste tala (um) Precio madera (um/n°)
31/12/X1 50 15
31/12/X2 70 2
31/12/X3 90 2

31/12/X4 110 2,5
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Si e bosgue se ha talado, debe replantarse el bosque, a principios del afio siguiente. Por las condicio-
nes contractual es establ ecidas con el propietario, afinales del afio X4 €l bosque debe estar talado, por-
gue dicho propietario desea replantarlo a principios de X5. Los costes de plantar €l bosque se indican
en latabla adjunta:

Fecha en que se planta el bosque Coste de plantacion (um)
VX1 20
VX2 22
1UX3 25
V1UX4 27

Sabiendo que a principios de X1 debemos plantar |a explotacion, determinar en qué afios hemos de

talar el bosgue para replantarlo después y obtener la maxima ganancia.

Problema 3

El grafo que se presenta a continuacion representa las conexiones de agua existentes entre |os diferen-

tes amacenes de una determinada empresa. Sobre cada arco, se indica la capacidad méxima de trans-

porte de agua (en m*/hora) de la tuberia o tuberias que conectan los almacenes.

Sepide:

a) ¢ Cud serdlaméxima cantidad de agua que puede recogerse en el almacén F?.

b) Determinar qué flujo debe circular por cada una de las tuberias para obtener el flujo méximo

c) Formular el problemalineal que permitiriaresolver este problema. Asimismo, dar la expresion de
manera gue pueda ser resuelto por e método SIMPLEX (variables de holgura y artificiales).

Describir el significado de las variables de holgura.

d) ¢Cudles seran las variables que formen parte de la solucién bésica en el 6ptimo de este programa
lineal?

Problema4

Cinco camiones de carga tienen que entregar siete tipos de paguetes. Hay tres paquetes de cada
tipo, y las capacidades de los cinco camiones son 6, 4, 5, 4 y 3 paguetes respectivamente. Deter-
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minar si se pueden cargar los paguetes de tal manera que ningun camion cargue dos paguetes del
mismo tipo.
Problema 5

Hay cuatro trabajadores disponibles para redlizar los trabajos 1, 2, 3 y 4. Tres trabgjadores pueden
realizar solamente ciertos trabajos:

a) el trabgjador 1y el trabajador 2 solamente lostrabajos 1y 2;
b) € trabgjador 3, solamente el trabgjo 2;
c) el trabgjador 4, cualquier trabgjo.

Determinar si se pueden asignar todos |os trabajos a un trabajador idoneo.

7.7 Glosario detérminos

Arbol

Grafo conexo sin ciclos. Un subconjunto de arcos o aristas de un grafo que sea un &rbol es un arbol
parcial de dicho grafo.

Arco
Representacion de la relacién entre dos vértices de un grafo, cuando es rel evante conocer el origeny

el destino de la relacion: de otro modo, ademas de la direccion de la relacion, debemos representar el
sentido. Los arcos se encuentran en los grafos orientados.

Arista

Representacion de la relacion entre dos vértices de un grafo, en la que no se especifica el origeny €
destino de larelacion. Las aristas aparecen en grafos no orientados.

Arborescencia
Grafo orientado, fuertemente conexo, sin ciclos ni bucles, en que todos los vértices tendran semigrado

interior igual ala unidad, excepto uno, raiz de la arborescencia, cuyo semigrado interior es 0. Es Util
para representar procesos decisionales.

Bucle

Arco o0 arista cuyos vértices coinciden. Representa una conexion directa de un vértice consigo mismo.

Cadena

Camino no orientado, esto es, sucesién de aristas tal que el vértice extremo de cada una (exceptuando
la tltima) coincide con el vértice extremo de la siguiente en la sucesion. Dos vértices de un grafo no
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orientado que no estan conectados directamente con una arista pueden estar conectados indirectamente
através de una cadena.

Camino

Sucesion de arcos tal que el vértice extremo de cada uno (exceptuando el Ultimo) coincide con el vér-
tice extremo del siguiente en la sucesion. Dos vértices de un grafo orientado que no estén conectados
directamente con una arista pueden estarlo indirectamente por un camino.

Ciclo

Cadena que seiniciay termina en el mismo vértice. Por extensién, en un grafo no orientado se define
Como un conjunto de arcos que unen una serie de vértices, prescindiendo de su orientacion.

Circuito

Camino que se inicia 'y termina en el mismo vértice. Representa una conexién indirecta de un vértice
consigo mismo en un grafo orientado. Se trata de un concepto mas fuerte que el de ciclo: todos los
circuitos son ciclos, pero no todos los ciclos son circuitos.

Conexo (grafo)

Grafo en que existe a menos una cadena entre toda pareja de vértices. El concepto es aplicable tanto a
grafos orientados como para ho orientados.

Destino,m vértice

Ver semigrado exterior.

Distancia

Vaor numérico asociado a un arco o una arista de un grafo que representa posibilidades de comunica-
cion. Ladistancia de un camino esigual ala suma de las distancias de los arcos que componen dicho
camino. Segun la situacion gue queramos representar, 1os valores de distancia de los arcos pueden
representar tiempo, coste u otros conceptos, en vez de distancia.

Flujo

Magnitud asociada a un arco, que representa la cantidad de determinada variable vehiculada a través de
dicho arco por unidad de tiempo. Ademés del significado més obvio de cauda de fluido, puede represen-
tar en ciertas situaciones magnitudes como productividad (produccion por unidad de tiempo). El valor
total delosflujos que llegan aun vértice hade ser igua al flujo neto establecido para dicho vértice.

Flujo total

Cantidad méxima de flujo que puede vehicular una red de transporte. Esigual a flujo que emerge de
los vértices origen y al que incide en |os vértices destino.

© Los autores, 2002; © Edicions UPC, 2002.



164 Métodos cuantitativos en organizacién industrial |

Fuertemente conexo (gr afo)

Grafo en que existe a menos un camino entre toda pareja de vértices. Es una propiedad mas fuerte que
la de grafo conexo, dado que todo grafo fuertemente conexo es conexo.

Grado

Es el nimero total de arcos que tienen origen o destino en el vértice. Esigua alasumade semigrado
interior y el semigrado exterior.

Grafo

Representacion de | as relaciones existentes entre |os elementos de un sistema. Los elementos se repre-
sentan por los vértices del grafo, y las relaciones por arcos o aristas.

Grafo orientado
Representacion de |as relaciones existentes entre |os elementos de un sistema, cuando larelacion entre

dos elementosi y j no tiene porgué ser la misma que la existente entre j e i. En los grafos orientados,
debemos distinguir entre el origeny el destino de la relacién que establezcamos.

Grafo no orientado

Representacion de | as relaciones existentes entre |os elementos de un sistema, cuando larelacion entre
doselementosi y j es siempre lamisma que la existente entre j ei.

Origen, vértice

Ver semigrado interior.

Red detransporte
Grafo que representa las posibilidades de vehicular flujos a través de un conjunto de vértices. Cuando

es posible vehicular flujo entre dos vértices, tendremos un arco al que usualmente asociaremos un
valor méximo de flujo.

Semigrado exterior deun vértice

NuUmero de arcos que emergen de un vértice. Un vértice de una red de transporte con semigrado exte-
rior igual acero es un destino de los flujos de dicha red.

Semigrado interior deun vértice

Numero de arcos que inciden en un vértice. Un vértice de una red de transporte con semigrado interior
igual acero esun origen de los flujos de dichared.

Vértice

Representacion de los elementos del sistema cuyas relaciones vienen representadas en el grafo.
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M odelo de evaluaciones

Problema 1l

Una empresa de productos quimicos elabora dos compuestos, denominados P1 y P2, a partir de dos
principios activos M y N. Ademés de los principios activos, es necesario utilizar un determinado
tiempo de reactor para producirlos. La cantidad de recursos necesaria para elaborar un Kg de P1y P2
eslaque seindicaen latabla adjunta:

M (Kg) N (Kg) Tpo. reactor (h.)
P1 4 3 3
P2 6 9 2

L os costes de los recursos, asi como la cantidad disponible, son:

Coste Cantidad

Principio M 4 euros/Kg 10.000 Kg.
Principio N 3 eurosKg 14.000 Kg.
Reactor 1 euro/hora 7.000 horas

La empresa puede vender tanto P1 como P2, como los principios M y N, directamente. L os precios de
venta son:

Precio de P1: 69 euros'Kg
Precio de P2: 57 eurog/Kg
Precio de M: 4,5 eurog/Kg
Precio de N: 3,2 euros/Kg

Con estos datos, se pide:

1. Definir el modelo lineal para obtener el maximo beneficio, indicando:
*  Definicion de las variables.
e Funcion objetivo.
*  Restricciones.

2. Redtricciones a afadir a problema original si debemos vender uno y solo de los dos productos
(P1oP2),y todalacantidad que descemosde M y N.

3. Redtricciones aafadir al problemaoriginal si sblo podemos vender tres de los cuatro productos.
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4. Modificaciones del problema original para considerar el efecto de un coste fijo, de 6.000 para P1
y de 4.000 para P2, en el que se incurre sdlo con que vendamos una unidad de producto. No
incurriremos en él, en consecuencia, si decidimos no vender ese producto.

Solucioén problema 1

1. Déefinir e modelo lineal para obtener el maximo beneficio, indicando:
. Definicién de las variables.
e Funcidn objetivo.
e Restricciones. (4 puntaos)

El modelo puede obtenerse a partir de las variables siguientes:

P1: cantidad avender de P1

P2: cantidad de vender de P2

M: cantidad a vender de producto M
N: cantidad avender de producto N

El margen obtenido con cada producto es:

Precio producto — coste de M — coste de N — horas de trabajo
P1=69 -4
P2 =57-6-

M=45-4=05
N=32-3=0,2

3 1=41
2-1=4

4-3 3—
4-9 3—

De modo que lafuncién objetivo resulta ser:
[MAX] z=41P1 + 4P2 + 0,5M + 0,2N

En cuanto alas restricciones, expresaran las limitaciones en |0s recursos:

Cantidad de M) M + 4P1 + 6P2 < 10.000
Cantidad de N) N + 3P1 + 9P2 < 14.000
Cantidad de horas) 3P1 +2P2 < 7.000

No — negatividad) P1L,P2,M,N20

Pueden usarse mas variables (por ejemplo, cantidad de M y N utilizadas para producir P1 y P2) que
dan lugar arestricciones de igualdad, del tipo siguiente:

Mp1 =4P1

Mg, = 6P2

Np1 =3P1

Np, = 9P2
Cantidad de M) M + Mp; +Mp, < 10.000
Cantidad de N) N + Np; + Np, < 14.000
Cantidad de horas) 3P1 +2P2 < 7.000
No — negatividad) P1,P2,M,N=0

2. Restricciones a afiadir al problema original si debemos vender uno y sélo de los dos productos
(P10 P2), ytoda la cantidad que deseemos de M y N. (2 puntos)
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Debemos afiadir una variable binaria BO, tal que:

Bo=1 sevende P1
Bo=0 se vende P2

Entonces deben afadirse | as restricciones:

PL<K- Bo
P2<K- (1- By

3. Restricciones a afiadir al problema original si solo podemos vender tres de los cuatro productos.
(2 puntos)

Ahora deben introducirse cuatro variables binarias, una para cada producto, del tipo:
Bi=1 sevende el producto i
Bi=0 no se vende el producto i
Parai =P1, P2, M, N
Entonces | as restricciones son:
P1<K- Bp
P2<K: Bp
M < K- By
N<K-: By
Bpi+ B+ By + By =3
4. Modificaciones del problema original para considerar el efecto de un coste fijo, de 6.000 para
P1y de 4.000 para P2, en € gue se incurre al vender una unidad de producto. No incurriremos
en é, en consecuencia, si decidimos no vender ese producto. (2 puntos)
Ahora emplearemos BP1 y BP2 del mismo modo que se emplearon en el caso anterior.
Lafuncion objetivo tiene ahora la expresion:
[MAX] z=41P1 + 4P2 + 0,5M + 0,2N — 6.000Bp; — 4.000Br;
Y deben incluirse las restricciones:
P1<K- Bp
P2<K: Bp
Problema 2
El esquema siguiente representa el flujo de circulacion viaria de una ciudad, que cuenta con unaronda

de circunvalacion (nodos A hastaF), desde la cual puedeirse al centro (G). Los valores asociados alos
arcos representan el tiempo que setardaen ir de un nodo a otro en hora punta.
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300
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Tenemos un cuartel de bomberos en €l nodo A e interesa determinar la ruta mas répida desde € cuartel
acada uno de los nodos del grafo en hora punta.

1. Determinar, mediante el algoritmo de Bellman — Kalaba (mejorado), la ruta méas rapida desde A al
resto de nodos, asi como €l tiempo que se tarda en llegar a cada uno de ellos.

2. Supongamos ahora que tenemos un coche de bomberos en G. Determinar, mediante el algoritmo
de Dijkstra la ruta mas répida desde ese punto G hasta el nodo F.

3. Definir la naturaleza de las variables a considerar, la expresion de la funcién objetivo y la
naturaleza de |las restricciones para encontrar el camino mas corto desde A hasta F mediante pro-
gramacion lineal.

Solucion problema 2

1. Determinar, mediante el algoritmo de Bellman — Kalaba (mejorado), la ruta mas réapida desde A
al resto de nodos, asi como € tiempo que setarda en llegar a cada uno de ellos. (4 puntos)

Los resultados de la aplicacion del agoritmo son:

K=0 K=1 K=2 K=3

A 0 (A) 0 (A) 0 (A) 0 (A)

B 100 (B) 100 (B) 100 (B) 100 (B)
C 320 (B) 310 (G) 310 (G)
D 400 (B) 320(G) 320 (G)
E 550 (D) 300 (G) 300 (G)
F 500 (D) 420 (D) 420 (D)
G 200 (B) 200 (B) 200 (B)

Los caminos maés cortos desde A al resto de nodos son:
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Nodo Camino Distancia
A A 0
B A-B 100
C A-B-G-C 310
D A-B-G-D 320
E A-B-G-E 300
F A-B-G-D-F 420
G A-B-G 200

2. Supongamos ahora que tenemos un coche de bomberos en G. Determinar, mediante e algoritmo
de Dijkstra, la ruta mas rapida desde ese punto G hasta €l nodo F. (4 puntos)

La exploracion por Dijkstra es, en este caso, menos eficiente que el examen ocular. Sin embargo, se

pide encontrar |a distancia siguiendo este algoritmo, por |o que tenemos:

A 210 (C) 210 (C) 210 (C)
B 130 (G) 130 (G) 130 (G) 130 (G) 130 (G)
C 110 (G) 110 (G) 110 (G) 110 (G) 110 (G)
D 120 (G) 120 (G) 120 (G) 120 (G) 120 (G)
E 100 (G) 100 (G) 100 (G) 100 (G) 100 (G)
F 220 (D) 220 (D)
G 0(G) 0(G) 0(G) 0(G) 0(G) 0(G)

z* G E C D B A

Y en el siguiente paso entrara F, sin verse modificado el camino. El camino més corto vale 220, y pasa

por G-D-F.

3. Definir la naturaleza de las variables a considerar, la expresion de la funcion objetivo y la na-
turaleza de las restricciones para encontrar el camino mas corto desde A hasta F mediante

programacion lineal. (2 puntos)
Las variables son de tipo binario:

Xij =1
Xij =0

€l arco pertenece a camino mas corto
€l arco no pertenece al camino mas corto

En cuanto alos parametros, son de laforma:
Cij = distanciaentrei y j (infinito si no hay conexion directa).

Con estos datos, €l problema es de flujo de coste minimo, con un flujo entrante y salienteigual a 1.

Problema 3

Este gjercicio consiste en un andlisis de sensibilidad del problema PP1 del modulo | de entregas. A
continuacion se detalla:

a) € enunciado del problema original

b) lasolucién (incluyendo andlisis de sensibilidad) con e programa LINDO
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C) unconjunto de preguntas a contestar acerca del andlisis de sensibilidad.

Problema PP1

Una compafia produce cuatro tipos diferentes de piezas metélicas que deben maquinarse, pulirse y
ensamblarse. Las necesidades especificas de tiempo (en horas) para cada producto son las si-
guientes:

Maguinado Pulido Ensamblado
Producto | 3 1 2
Producto |1 2 1 1
Producto I11 2 2 2
Producto IV 4 3 1

La compariia dispone semanamente de 480 horas para e maguinado, 400 para € pulido y 400 para
ensamble. Las ganancias unitarias por producto son de 6$, 4%, 6$ y 8% respectivamente. La compafia
se compromete a entregar semanalmente 50 unidades del producto | y 100 unidades de cualquiera de
los productos I, 11 y 111, segun sea la produccion, pero sélo un méaximo de 25 unidades del produc-
to 1V. ¢Cuantas unidades de cada producto debera fabricar semana mente la compafiia a fin de cumplir
con todas las condiciones del contrato y maximizar la ganancia total? Considérese que las piezas
incompl etas puede terminarse la siguiente semana.

Solucién (programa LINDO)

Denominando P1, P2, P3y P4 ala cantidad necesaria de cada producto, tenemos e siguiente modelo.
Las tres primeras restricciones representan las limitaciones de recursos (horas de maquinado, pulido y
ensamblado) y las otras tres las condiciones contractual es asociadas a la demanda.

MAX 6P1 + 4P2 + 6P3 + 8P4

ST

MAQ 3P1 + 2P2 + 2P3 + 4P4 < 480
PUL) P1 + P2 + 2P3 + 3P4 < 400
ENS) 2P1 + P2 + 2P3 + P4 < 400
Dl1) P1 > 50

D2) P1L + P2 + P3 > 100

D3) P4 < 25

END

Lasolucion del problema, obtenida por LINDO, es laindicada a continuacion:
OPTI MO ENCONTRADO EN PASO 4

VALOR DE LA FUNCI ON OBJETI VO

1) 1250. 000
VARI ABLE VALOR COSTE REDUCI DO
P1 50. 000000 0. 000000
P2 0. 000000 0. 666667
P3 145. 000000 0. 000000

P4 10. 000000 0. 000000
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FILA HOLGURA O EXCESO PRECI CS DUALES

MAQ 0. 000000 1.666667
PUL) 30. 000000 0. 000000
ENS) 0. 000000 1.333333
D1) 0. 000000 -1. 666667
D2) 95. 000000 0. 000000
D3) 15. 000000 0. 000000
NO. | TERACI ONES= 4

RANGOS DE VALORES PARA LOS QUE NO CAMBI A LA BASE:

RANGOS COEF. FUNC. OBJETI VO

VARI ABLE ACTUAL AUMENTO DECREMENTO
COEF PERM TI DO PERM TI DO
P1 6. 000000 1. 666667 I NFINI TO
P2 4. 000000 0. 666667 I NFINI TO
P3 6. 000000 9. 999999 2. 000000
P4 8. 000000 4. 000000 2. 000000
RANGOS TERM NOS | NDEPENDI ENTES
FI LA ACTUAL AUMENTO DECREMENTO
TIN PERM TI DO PERM TI DO
MAQ 480. 000000 45. 000000 30. 000000
PUL 400. 000000 I NFI NI TO 30. 000000
ENS 400. 000000 30. 000000 45. 000000
D1 50. 000000 30. 000000 18. 000000
D2 100. 000000 95. 000000 I NFINI TO
b3 25. 000000 I NFI NI TO 15. 000000

Preguntas (analisis sensibilidad)

Suponga que es €l jefe de planificacion de la compariia, y que su jefe le hace las preguntas siguientes.
Contéstel as, razonando brevemente su respuesta, en un maximo de dos paginas.

1. ¢Qué sucedera con el valor de lafuncion objetivo, y con la cantidad vendida de cada uno de los
productos, s aumentamos en 1$ el precio de venta de P1?

2. Supongamos que podemos aumentar, sin coste alguno, las horas disponibles de uno solo de
los procesos (maguinado, pulido o ensamblado). ¢(Cudl de los tres nos interesara mas au-
mentar?

3. Actualmente nos vemos obligados a cumplir una serie de condiciones contractual es respecto de
la demanda. ¢Cual de ellas puede interesarnos suprimir, si se mantienen las condiciones ac-
tuales?

4. S ahora, en vez de 480 horas de maguinado, contamos solo con 460, ¢me interesard producir P2?
¢Variardla cantidad vendida de los otros productos en el 6ptimo?

5. S nos ofrecen aumentar las horas de ensamblado, pero esta vez pagando por ello. ¢Cudl sera el
precio maximo que estariamos dispuestos a pagar por una hora adicional de ensamblado?
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Solucion

1. ¢Quésucedera con €l valor de la funcion objetivo, y con la cantidad vendida de cada uno de los
productos, s aumentamos en 1$ el precio de venta de P1? (2 puntos)

Como €l incremento esta por debajo de méximo a partir del cual cambia la base, se mantiene la base
optima. El valor de las variables en € Optimo no cambia, pero la funcion objetivo aumenta en 50,
porgue ha aumentado en 1 un coeficiente de una variable basica cuyo valor es 50.

2. Supongamos gue podemos aumentar, sin coste alguno, las horas disponibles de uno solo de los
procesos (maguinado, pulido o ensamblado). ¢Cuél de los tres nos interesara mas aumentar? (2
puntos)

No conviene aumentar el pulido, puesto gque nos sobran horas de ese recurso (holgura de 30). Puede
resultar ventajoso aumentar las horas de maquinado y ensamblado. Puestos a escoger una, €s mejor
escoger el maquinado, porgue tiene un mayor precio dual (un aumento en una unidad de ese recurso
asegura un mayor valor de lafuncion objetivo).

3. Actualmente nos vemos obligados a cumplir una serie de condiciones contractuales respecto de
la demanda. ¢Cual de ellas puede interesarnos suprimir, si se mantienen las condiciones
actuales? (2 puntas)

La condicion D1: el precio sombra negativo nos indica que si reducimos la cantidad minima de P1,
aumentara el valor de lafuncion objetivo.

4. S ahora, en vez de 480 horas de maquinado, contamos s6lo con 460, ¢me interesara producir
P2? ¢Variara la cantidad vendida de | os otros productos en el 6ptimo? (2 puntos)

Lavariacién del término independiente esta dentro del rango de valores en |os que se mantiene la base
Optima. En esa base P2 es ho bésica, por [o gue seguiremos sin producir P2.

Por otra parte, aunque la base se mantenga, cambian los valores de las variables basicas (recuérdese
gue son igualesa B™b, y que b ha cambiado).

5. S nos ofrecen aumentar las horas de ensamblado, pero esta vez pagando por ello. (Cuél sera €l
precio maximo que estariamos dispuestos a pagar por una hora adicional de ensamblado? (2
puntos)

Del examen del precio dual de larestriccién de ensamblado, observamos que el aumento en una hora

de ese recurso hace que la funcion objetivo aumente en 1,333$. En consecuencia, ése sera €l precio
maximo a pagar por €l recurso.
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