Laboratorio 9. Comprobacion de las hipdtesis del
contraste ANOVA

Para realizar un contraste de igualdad de miltiples medias mediante los tests de ANOVA,
tenemos que comprobar dos hipotesis:

s Normalidad de los datos dentro de cada nivel.

» Tgualdad de varianzas de los datos dentro de todos los niveles (homocedasticidad).

En este laboratorio aprenderemos como comprobar las hipotesis anteriores.

1. Comprobacion de la normalidad de los datos: técnica
qqplot o qgnorm

Una de las técnicas que se utilizan para contrastar la bondad de ajuste de unos datos a
una distribucion tedrica son las técnicas graficas. Ya hemos visto, en laboratorios anteriores,
cémo se puede comprobar si el perfil de una distribuciéon de una muestra se acerca al perfil de
la campana de Gauss asociada (la que tiene por media y por desviacién tipica las muestrales)
utilizando los histogramas de densidades. La comparacion por curvas de densidad estimada y
tedrica en los histogramas es dificil de evaluar de forma visual.

Otros métodos graficos hacen més sencilla la interpretacién la comparacién visual de una
distribucién de una muestra con una tedrica. Los mas basicos son los conocidos como los gréficos
de "probabilidad contra probabilidad™mas conocidos por su acréonimo en inglés ppplot y también
los graficos de cuatil contra cuantil, en inglés qqplot.

1.1. Funcién de distribucion empirica

Dado un conjunto de datos z1, ..., x,, llamaremos funcién de distribucién empirica Fg a la
funcién definida a continuacién.
Sean () < z(p) < ... < @, los datos anteriores ordenados. Entonces la funciéon Fg se

define de la forma siguiente: dado un valor z cualquiera, Fg(z) vale:

(0, sl x <y,
= si r1) < x < x9),

Fg(z) = k SL Xy ST < Z(py1)s

1, SILT 2> Ty



Por ejemplo, para los 15 datos siguientes

> n <- 15
> x <- rnorm(n)
> round(x, 2)

[1] 0.81 0.57 0.78 1.06 1.06 -1.44 0.04 -0.90 -2.19 -0.31 1.00 0.33
[13] -0.07 0.40 1.37

cuyos datos ordenados son
> round(sort(x), 2)

[1] -2.19 -1.44 -0.90 -0.31 -0.07 0.04 0.33 0.40 0.57 0.78 0.81 1.00
[13] 1.06 1.06 1.37

la funciéon de distribucion empirica aparece en la figura siguiente:

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

I I I I I I I
-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15

Sin embargo, la funcion de distribucién empirica anterior tiene problemas practicos que no
entraremos a justificar por falta de espacio y tiempo.

Por dicho motivo, los paquetes estadisticos y entre ellos R “refinan” la definicion de la funciéon
de distribuciéon empirica de la forma siguiente:



a) Sin <10, dicha funcién dado un valor cualquiera x se define como:

(0, six <z,
1-3/8 .
wria SLTa) ST <T),

Fp(z)={ & :
5(7) =3 Li’ﬁ, SLZ(ky <O < T(ky1),

n—3/8
\ nrija’

S1L T 2 X(n)-

b) Sin > 10, dicha funcién dado un valor cualquiera = se define como:

(

0, stz <z,
1_;/2, si (1) <z < Z(2),
Fe(z) =4 .
E<x) k 71/27 SL T(k) <z< T(k41),
2 g > T(n).
\ n

El grafico de la funcién de distribucién empirica refinada por R aparece en el grafico siguiente
para los valores anteriores:
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La funcién de distribucion empirica se interpreta como una aproximacion de la funcion de
distribucion de la muestra de datos z1, ..., z,.

Dicha funcion se puede usar para “comprobar” si la muestra de datos anterior proviene de
una variable aleatoria continua X con funcién de distribucién F'x. ;Como se lleva a cabo dicha
comprobacion?

Si nos fijamos en la definicién de la funcién de distribucién “refinada” por R (para fijar

k—1/2

ideas, suponemos n > 10), tenemos que Fg(zs)) = ~—, para k = 1,...,n. Si la mues-

tra de datos proviene de una variable X cuya funcién de distribucién es F, tendremos que
Fg ~ Fx y, por tanto, F' )}1 <k_Tl/2> ~ x(r).- De aqui que si realizamos un grafico de los puntos

(F v ! <k_i/ 2) ,x(k)>, dichos puntos al ser la coordenada x aproximadamente igual a la coorde-

k—1/2

nada y deberfan estar en una recta. Las coordenadas x de los puntos anteriores, Fi' ( ~

se denominan cuantiles tedricos y las coordenadas y, x (), cuantiles empiricos. Si en el gréfico
anterior, los puntos no estan aproximadamente alineados, significara que la muestra de de datos
no proviene de la variable continua X.

La técnica anterior se denomina hacer un qq-plot de los datos.

En el caso en que X sea normal, se realiza lo que se denomina un qgnorm.



En los puntos considerados si usamos la instruccién gqnorm(x), R nos da el grafico siguiente:
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Comprobamos que efectivamente los cuantiles tedricos y empiricos estan alineados y por
tanto, podemos deducir que los valores anteriores provienen de una distribucién normal.

Si usamos las instrucciones qgnorm(x) [[1]] y ggnorm(x) [[2]], R nos da los cuantiles
tedricos y empiricos respectivamente.

Usando la instruccion 1m que vistéis en Matemaéticas I, podemos ver lo bueno que es el
ajuste:

> summary (1m(qgnorm(x) [[2]] ~ qqnorm(x)[[1]]))

Call:
Im(formula = qqnorm(x) [[2]] ~ qgnorm(x) [[1]])

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.5796 -0.2390 0.1370 0.2383 0.3211

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)



(Intercept) 0.16681 0.08584 1.943 0.074 .
qgnorm(x) [[1]] 0.96694 0.08956 10.797 7.34e-08 **x

Signif. codes: O “*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘.’ 0.1 ° * 1

Residual standard error: 0.3325 on 13 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8997, Adjusted R-squared: 0.8919
F-statistic: 116.6 on 1 and 13 DF, p-value: 7.341e-08

Tenemos un ajuste del 89.97 %.

2. Comprobacion de igualdad de varianzas

Otra de las hipétesis que hemos de comprobar antes de aplicar el test ANOVA es si todas
las muestras de los £ niveles tienen la misma varianza.

Para ello, usaremos el denominado test de Bartlett.

Para fijar ideas, supongamos que tenemos k£ muestras correspondientes a los k niveles de
nuestro contraste ANOVA y queremos ver si las varianzas de las k muestras son la misma o no.
Nuestra tabla de datos sera:

Nivel del factor

Xll X21 e Xkl
X12 X22 e Xk2
X1n1 X2n2 e ank

El contraste que queremos realizar es:

donde o7 representarfa la varianza de la muestra correspondiente al nivel k.
Para realizar el contraste anterior usaremos el llamado estadistico de Barlett:

(N — k) In(s2) — S8 (n; — 1) In(s?)
L gt (S0 () = %)

donde N = 3% n;, 55 = %:;)Sg y s7 = EJ()ZJ—__IX")Z

Si la hipdtesis nula es cierta, el estadistico anterior tiene aproximadamente la distribucion
X:_,. Por tanto, rechazaremos la hipétesis nula o la igualdad de varianzas a un nivel de sig-
nificacion a si X* > x7_,,_, v la aceptaremos en caso contrario. El p-valor del contraste es:
p= p(Xifl > X?).

Si hacemos el contraste del test de Bartlett al ejemplo de los apuntes del crecimiento del
microorganismo, tendremos lo siguiente:

X% =




ej_anova <- matrix(c(62.6, 50.9, 45.5, 29.5, 24.9, 59.6, 44.3,
41.1, 22.8, 17.2, 64.5, 47.5, 29.8, 19.2, 7.8, 59.3, 49.5,
38.3, 20.6, 10.5, 58.6, 48.5, 40.2, 29.2, 17.8, 64.6, 50.4,
38.5, 24.1, 22.1, 50.9, 35.2, 30.2, 22.6, 22.6, 56.2, 49.9,
27, 32.7, 16.8, 52.3, 42.6, 40, 24.4, 15.9, 62.8, 41.6, 33.9,
29.6, 8.8), 50, 1)

ej_anova <- cbind(ej_anova, rep(seq(1:5), 10))

ej_anova <- as.data.frame(ej_anova)

niveles <- as.factor(ej_anoval, 2])

(bartlett.test(ej_anoval[, 1] ~ niveles))

VvV V VYV + + + + + V

Bartlett test of homogeneity of variances

data: ej_anoval, 1] by niveles
Bartlett's K-squared = 1.0701, df = 4, p-value = 0.899

Al tener un p valor de 0.899 aceptamos la hipétesis nula y concluimos que las varianzas de
los 5 niveles son iguales.



